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Capitulo 1

Introduccion general

I.1 Antecedentes y objetivos

La transformada de Fourier es una de las herramientas matematicas mas
utilizadas en la fisica y de gran importancia en el procesamiento de distintos tipos
de senales. En lo que refiere a la dptica, a mediados de este siglo, fue comprobada la
capacidad de las lentes esféricas para realizai la transformada de Fourier de una senal
con luz coherente [1]. De esta manera, el poder manipular su espectro de frecuen-
clas espaciales, permite alterarla para cambiar alguna de sus caracteristicas. Desde
entonces esta importante propiedad fue utilizada en diversas aplicaciones vinculadas
al filtrado espacial en la regién de Fraunhofer como por ejemplo el procesado de
imagenes y el reconocimiento de patrones [2, 3, 4, 5].

Una generalizacién de la transformada de Fourier, llamada transformada de
Fourier fraccionaria o transformada de Four.er de orden fraccional, fue propuesta en
1980 por Namias [6] y posteriormente formalizada por McBride y Kerr [7]. En estos
trabajos la transformada de Fourier fraccionaria, utilizada con propésitos puramente
matemaéticos, es aplicada a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y a
derivadas parciales de interés en mecdnica cudntica. En 1993, Mendlovic y Ozaktas
[8] introducen esta transformacién en el campo de la éptica. Para ello utilizan una
definicién fisica de la transformada de Fouriec fraccionaria fundamentada en la propa-
gacién de luz en un material con indice de refraccién variable de perfil parabdlico.

Posteriormente Lohmann [9] propone una nueva definicién de esta transformacién
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basada en la rotacién, en el espacio de las fases, de la funcién de distribucién de
Wigner de la senal. Este altimo enfoque a le transformada de orden fraccionario, to-
talmente compatible con el primero, es el que permite las més interesantes aplicaciones
puesto que facilita la construccién de transformadores épticos sencillos, compuestos
por lentes y/o espejos, para implementarla.

La transformada de Fourier fraccionaria contiene informacién mixta, espacial
y espectral, de la senal. Este hecho se evidencia al coincidir con la transformada de
Fourier en el caso en que el orden fraccionario es la unidad (caso espectral puro) y
con la senal original cuando el orden es cero (caso espacial puro). Esta propiedad,
al igual que en la funcién de distribuciéon de Wigner y en otros formalismos espacio-
fase, la hacen adecuada para analizar fenémesnos de propagacién luminosa. Entre los
fenémenos de difraccién son de gran interés: el estudio de las propiedades de enfoque
y otros parametros de calidad en los sistemas Opticos formadores de imagenes, y la
caracterizacién de algunos tipos de pupilas apodizadoras.

El producto de correlacién es una operacién que estd estrechamente vincu-
lada a la transformada de Fourier. Su implementacién dptica es utilizada en diversas
aplicaciones como por ejemplo la identificacién de patrones y la localizacién de obje-
tos [3, 10]. A partir del formalismo de la trensformada de Fourier fraccionaria surge
una generalizacién del producto de correlacién que tiene propiedades diferentes a la
definicién clésica [11]. Una de las diferencias fundamentales entre la correlacién frac-
cionaria y la correlacién ordinaria es la ruptura de la invariancia translacional tipica
de ésta. Por lo tanto, el estudio de su comportamiento y sus propiedades es funda-
mental para avanzar en el desarrollo de dispositivos de reconocimiento de patrones
sensibles a la localizacién del objeto.

El objetivo general de este trabajo de tesis consiste en investigar la incidencia
del formalismo de la transformada de Fourier fraccionaria en el procesamiento 6ptico
de la informacién, analizar su relacién con otras transformadas de interés 6ptico y

desarrollar sus posibles aplicaciones.



Capitulo I. Introduccién general 8

1.2 Esquema general

En el Capitulo II, se presentan los fundamentos del formalismo de la trans-
formada de Fourier fraccionaria (FRFT) considerdndola como una generalizacién de
la transformada de Fourier. En la segunda seccién se define 6pticamente a la FRFT
en base a la propagacién de luz en un medio ce indice de refraccién variable parabélico
y se deduce una forma matemaética para su operador. En la seccién siguiente, luego
de una breve resena sobre la definicién y propiedades de la funcién de distribucién de
Wigner (WDF), se presenta a la FRFT como una operacién asociada a la rotacién
de la WDF de una sefial en el espacio de las fases y se discute la forma de generarla
Opticamente. Finalmente, se analiza la compatibilidad entre estas dos definiciones y
se estudian una serie de teoremas sobre la FRFT cuyas contrapartes en el formal-
ismo de Fourier cldsico son de gran importencia en éptica. Como complemento, en
el Apéndice B, se realiza la demostracién formal de estos teoremas.

A continuacién, en el Capitulo III, se estudia la relacion existente entre los
patrones de difraccién en la regién de Fresnel y la FRFT como una extensién logica
del vinculo entre los patrones de difraccién de campo lejano, o de Fraunhofer, y la
transformada de Fourier ordinaria. Como aplicacién de estas relaciones se proponen
dos arreglos 6pticos para generar la FRFT de una transparencia por simple propa-
gacién de una onda esférica convergente y s2 estudia la variacién de sus parametros
geométricos en funcién del orden fraccionaric. A fin de demostrar las posibilidades de
este formalismo, se lo aplica al filtrado espacial en la regién de Fresnel utilizando la
relacién entre la FRFT y las autoimégenes de una transparencia periddica. Al final
del capitulo se resume la labor realizada en el desarrollo de programas y estudio de
algoritmos usados para calcular la FRFT en forma numérica.

El Capitulo IV se analizan dos nuevas representaciones de la FRFT, la (x,p)
y la (r,p), y su relacién con la transformacién de Radon-Wigner. Se realiza el diseno
e implementacién de un procesador éptico, basado en una lente varifocal, que realiza
en paralelo todas las FRFT de 6rdenes enire 0 y 1, de manera continua, de una
transparencia. La salida del procesador corresponde a la representacién de Radon-

Wigner de la funcién de entrada. En la segunda mitad del capitulo se establece una
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relacién entre el formalismo de la FRFT y diferentes pardmetros de calidad de sistemas
épticos formadores de imégenes, como por ejemplo la razén de Strehl y la funcién
de transferencia 4ptica; para posteriormente aplicar la FRFT al estudio comparativo
de problemas de enfoque en pupilas con diferentes obscuraciones centrales y pupilas
apodizadoras asimétricas.

En el Capitulo V se estudia la correlacién fraccionaria, operacién derivada
de la FRFT, su generacion Optica y sus propiedades. A partir de una modificacién del
correlador de Vander Lugt, se presenta la implementacién de un correlador sensible a
las translaciones del objeto a correlacionar vtilizando un registro holografico alojado
en un cristal fotorefractivo BSO. Se estudia {a ruptura de la invariancia espacial pro-
ducida por dos efectos: la caracteristica fraccionaria de las transformadas de Fourier
involucradas en la correlacion y la utilizacién de un holograma de volumen como
filtro. Posteriormente, se realiza una generalizacién de la correlacién fraccionaria
para el caso de érdenes fraccionarios diferentes. A partir de esta nueva definicién
de correlacién fraccionaria se propone e implementa un correlador 6ptico sensible a
las translaciones que puede ser ajustado, en forma flexible, para reconocer diferentes
magnificaciones del objeto.

Finalmente, en el Capitulo VI, se ressumen las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo II

Definiciones y propiedades de la

FRFT

II.1 Introduccion

En este capitulo se presentan dos dsfiniciones épticas de la transformada de
Fourier fraccionaria junto con la deduccién de los operadores matematicos que las
representan. Toda definicién de la FRFT de una senal u, a la que denotaremos como
FPu o up, siendo p el orden de la transformada, debe cumplir con dos postulados
basicos:

1) Si el pardmetro fraccionario toma o tiende al valor unidad ( p — 1), la FRFT
deber4 coincidir con la transformada de Fourier ordinaria (FRFT—FT).

ii) La FRFT debe verificar F? [Flu] = FPFlu = FIFPu = Frtiu,

La primera de las condiciones asegura que la definicién de la FRFT es compatible con
la transformada de Fourier ordinaria. La segunda es un requisito formal que asegura
la continuidad y aditividad de los indices del operador.

En la segunda seccién se estudia la propagacién luminosa en un medio de
indice gradual parabélico (GRIN), sus modos propios y una definicién 6ptica de la
FRFT que esta basada en las caracteristicas de este medio. En la tercera seccién
se revisan algunas propiedades de la funcién de distribuciéon de Wigner para luego
analizar la definicién de la FRFT que estd asociada a la rotacién de la WDF en el

espacio de las fases. Finalmente, en la cuarta seccion, se discute la compatibilidad de
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las definiciones estudiadas y se enumeran algunas de las propiedades de la FRFT.

I1.2 Definicion basada en el medio GRIN

Con esta definicién, Mendlovic y Ozaktas introducen en la éptica el for-
malismo de la transformada de Fourier fraccionaria [8, 12, 13]. Los medios 6pticos
de indice de refraccién variable (GRIN) cuadrético tienen la propiedad de enfocar
un campo luminoso a medida que se propaga. La forma en que varia el indice de

refraccién en un medio GRIN es
n? (r) = nf [1 = (ma/m)r°] (IL1)

donde r? = 1% 4 y? es la distancia radial desde el eje ptico y nq,n, son parametros
del medio [14]. La relacién funcional entre ei indice de refraccién y la distancia axial
puede observarse en la Figura II.1(a). Una onda plana que ingrese en un medio GRIN
se enfocara después haberse propagado a lo largo del medio una distancia L dada por
T 'y

L= 2\’ (I1.2)
como lo muestra la Figura I1.1(b). Por lo :anto, si introducimos un campo escalar
u(z,y) en el plano z = 0 de un medio GRIN cuadrético, en el plano z = L ob-
tendremos su transformada de Fourier, Fu [14]. De esta manera, es posible definir
fisicamente a la FRFT de orden p de la senal u, como la distribucién del campo escalar
en el plano z = pL. Veamos que asi definida. la FRFT cumple con los dos postulados
bésicos mencionados anteriormente. El primsro es directo, pues para p = 1 se verifica
que z = pL = L, con lo cual la FRFT de orden uno coincide con la transformada de
Fourier ordinaria. El segundo postulado puede entenderse facilmente si notamos que
el orden fraccionario p esta directamente relacionado con la distancia de propagacion
z, asi la aditividad y la conmutatividad en los indices queda reducida a la aditividad
y conmutatividad en la propagacién como io muestra la Figura II.2. En ésta, se
ilustra el efecto sobre el indice de la FRFT cue resulta de realizar dos propagaciones

sucesivas a lo largo de las distancias z; = p; L y 29 = po L. El campo escalar obtenido
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n,\/1-n,/n, {
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v

(b)

>
—_— —

Figura I1.1: (a) Indice de refraccién vs. distancia a:ial al eje éptico en un medio de indice gradual

(GRIN) parabdlico, (b) Propagacién de una onda p.ana en dicho medio.

despues de realizar una propagacién de z = z; + z; representa a la FRFT de orden
P = p1 + P2

En base a esta definicién fisica de la FRFT puede deducirse, en forma
matematica, la expresién del operador asociado a la transformada fraccionaria de
orden p. En lo que resta de la seccién nos restringiremos al caso de sefiales unidimen-
sionales. La extension al caso bidimensional es directa y al final de la seccién se dara
la expresién del operador para este caso.

El medio GRIN cuadrético para una dimensién tiene un indice de refraccién

dado por
n? (r) =n} [1 = (na/n) 2?, (11.3)
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u(x,y) F " [u(x,y)] F F " u(x,y)]
N\ B -
—_> \ \: &
N

v

—> .
—_— 1

1 Medio GRIN

Zl=pIL - Zz=p2L
u(x,y) Flu(x,y)]
:\ i
—_— N P
N %
—_—
—
Medio GRIN
. z=pL

Figura I1.2: Esquema que ilustra la relacién entre el srden de la FRFT y la distancia de propagacién

en el medio GRIN.

donde r es la distancia al eje éptico. Los modos propios de un medio GRIN cuadratico
son las funciones de Hermite-Gauss [14]; éstas forman un conjunto ortogonal y com-

pleto [15]. El miembro ! de este conjunto puede expresarse como
20" 2
U, (z) = H, (I—?: exp (—$—2> , (11.4)
w

donde H, es el polinomio de Hermite de ord:n [ que esta dado por

H)(z) = (—1)'exp (:1:2) diia—;exp (—x2) , (I1.5)

y la constante w depende de los pardametros del medio
U = (2/k)1/2 (1;711/"2)1/4, (IL.6)

con k = 27n;/\, donde X es la longitud de onda de la radiacién incidente. Las

funciones de Hermite-Gauss para los primeros érdenes se ilustran en la Figura II.3.
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Cada modo de Hermite-Gauss se propagara a través del medio GRIN con una

¥ (x)

¥, (x)

1
e
A

2~
%
> 0
-2 A I l : , 1
/\4_
A
3 0]
-4 -
-4 -2 0 2 4
X

Figura 11.3: Primeros érdenes de las funciones de Hermite-Gauss.

constante de propagacién dada por
1/2

6 = k [1 = (%) (na/n2) 2 (1 +1/2) (IL7a)
~ k— (ni/ng)? (1 +1/2), (I1.7b)

y la expresién del campo que se propaga para un determinado modo es:
Ei(z,z) = ¥ (z)exp (i62) . (11.8)

Debido a que las funciones de Hermite-Gausss forman un conjunto ortogonal y com-

pleto, cualquier funcién unidimensional u(z) puede descomponerse en esta base de la
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siguiente forma

u(z) =Y AT (2), (11.9)

l
con

iy /_ Z (@) [,(z)/h] da, (IL.10)

donde h; = 2’[!\/7—m)2/,\/§: De esta manera, el operador para la FRFT de orden p

aplicado a una funcién f(«) puede expresarse

.’

3‘% z)] = ZAz z) exp (ifipL) . (IL11)

Como se dijo anteriormente, la extensidn al caso de sefiales bidimensionales es directa
y por lo tanto solo daremos la expresién del operador, que para este caso tiene la

forma:

F* [’U (I’ y)} = Z Z Alm‘lllm(ma y) exp (iﬁlmpL) )

Wy, 8) = k\/—w) (@) exp (—xz " yz) ;

con

w?

A = //U(m,y) (Yin(, y)/ him) dzdy,

Bim = k [1 - (%) (ny /o) L+ + 1/2)} "
donde hyn = 24+™Imlrw? /2. Siguiendo los lineamientos de esta definicién, puede
realizarse un procesador éptico para obtener la FRFT con una pieza de material
GRIN que tenga una longitud acorde al orden de la FRFT deseada. Asi, es nesesario
cambiar la pieza de medio GRIN para cambiar el orden p de la transformada a la
salida del procesador. Sin embargo es posible evitar esto iltimo mediante el empleo de
procesadores como los descriptos en la Ref. [22]. Estos procesadores contienen varias
piezas GRIN colocadas una a continuacién de otra, pudiendo seleccionarse el orden
de la FRFT obtenida a la salida, variando la distancia relativa entre las diferentes
piezas. La ventaja de trabajar con materiales GRIN es que los dispositivos con ellos
realizados, por tener pequenas dimensiones, son aptos para aplicaciones de éptica

integrada.
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I1.3 Definicion basada en la WDF

11.3.1 Algunas propiedades de la WDF

La funcién de distribucién de Wigner fue introducida en el contexto de la
mecdnica cudntica por Wigner en el afio 1932 [16]. Con posterioridad fue utilizada
ampliamente por diversos autores en el anilisis de sefiales y sistemas Spticos [17,
18, 19] y formacién de iméagenes [20, 21]. Se discutirdn brevemente algunas de sus
propiedades.

La WDF de una funcién unidimensional u(z) se define como

W(z,v) = /_o; u(z+2'/2)u* (x — 2/ /2) exp (—2miz'v) do, (I1.12)
o bien
W(z,v) = /:X) Uw+v/2)U* (v—V'/2)exp (2miv'z)dV, (I1.13)

donde U(v) es la transformada de Fourier de u(z) dada por
Uv) = / u(z) exp(—2mive)dz. (11.14)

Como puede verse en las Ecs. (11.12) y (II.13) , la WDF esta definida en el espa-
cio de las fases (coordenada-frecuencia espacial) que duplica en dimensién al espacio
donde est4 definida la funcién u(z). Como lo muestra su doble definicién, la WDF
es una representacién mixta pues contiene ‘nformacién de la funcién misma (infor-
macién espacial), como de su transformada de Fourier (informacién espectral). Las

proyecciones de la WDF tienen significados fisicos concretos:

hifersiced] — /m Wiz, v)dv = [u(z)]2, (IL15a)
Intensidad espectral — /"m W (z, v)dz = |UW)[. (IL.15b)
Energla —» // W (z, v)dzdv = E,, (IL15¢)

donde F; es la energia total de la senial. Salvo por un factor de fase constante, la trans-

formada inversa de Wigner es tinica. La funcién u(x) y su transformada de Fourier
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U(v), pueden expresarse en funcién de la WDF haciendo uso de la transformacién

inversa como:

/oo W (z,v)exp (4dmivzidv = wu(2z)u*(0), (IL.16a)
/00 W (z,v)exp (—4mivz) dz = U(2v)U*(0), (I1.16Db)

donde u(0) y U(0) son los factores de fase indsterminados mencionados anteriormente.

Existen ciertas transformaciones de la sehal, en su espacio de definicién,
que pueden ser descriptas en el espacio de las fases como transformaciones afines de
las coordenadas. Asi, integrales complicadas, pueden ser estudiadas como simples
cambios de coodenadas en el espacio de las fases. Tres de estas transformaciones
son de particular interés en dptica por lo que las analizaremos brevemente; éstas
son: el pasaje a través de una lente esférica, la propagacién en el espacio libre o
transformacién de Fresnel y la transformada de Fourier [9]. Una transformacién afin,

puede expresarse en forma matricial como:

AL 1.17
. M )

A B
¢ D

con la condicién que el médulo del determinante de la transformacién tome el valor

unidad

A B
C D

det = 41, (11.18)

ésto significa geométricamente que el dominio de definicién de la WDF puede de-
formarse pero no cambiar de volumen, lo que se interpreta como conservacién de
la informacién. Como v es una frecuencia espacial introducimos, como es usual en

Optica, las coordenadas del plano de Fourier de un transformador tipico.
§=Mw, (I1.19)

donde M es la longitud de onda de iluminacién y f; es la distancia focal del trans-
formador a la que consideraremos fija. El pzsaje de un campo luminoso de un plano

inmediatamente anterior a un plano inmediatamente posterior de una lente esférica
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puede describirse como
u(z) — ur(z) = u(z) exp (—i7r:1:2//\f) : (I1.20)

donde f es la distancia focal de la lente en cuestion. El cambio producido en la WDF

de la senal ante esta transformacién esta dado por
W(z,§) — Wi(z,§) =W(z,§ + Qx), (IL.21)

donde
Q= Nlf, (11.22)

es una constante que relaciona las dos distencias focales. La matriz de la transfor-

macion el el dominio de la WDF es

10
[ 0 ] . (I1.23)

Admitiendo que antes de la transformacién el dominio de la WDF en el espacio de las
fases es un rectangulo, despues de la transformacion éste se distorsionara manteniendo
el drea invariable como lo muestra la Figura I1.4(a). La segunda operacién es la
propagacidn en el espacio libre una distancia z, ésta se puede escribir en el dominio
espectral como

U(v) — U,(v) = U(¥) exp (—imAzv?), (11.24)
y en el dominio de la WDF la transformacion es

W (z,€) — Wi(w,€) = W(z - RE,€), (11.25)

donde la constante R es
R=z/fi (11.26)
v la correspondiente matriz de transformacion es
1 —R
) (IL.27)
0 1

Esta matriz describe la transformacién ilustrada en la Figura II1.4(b). Por dltimo,

la transformacién de Fourier rota un dngulc de 7/2 al dominio de la WDF como se
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(c) ]

Figura I1.4: Cambios en el dominio de la WDF praducidos por transformaciones de la sefial: (a)
pasaje a través de una lente esférica, (b) propagacién en el espacio libre, (c) transformacién de

Fourier.

muestra en la Figura I1.4(c). Para este tltimo caso la transformacién de coordenadas

es!

u(z) — U(v)
W(ZE,{) - Wp(l',f) = W(_fix)7

{ 0 ] . (11.29)
1 0

(I1.28)

y la matriz correspondiente
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11.3.2 Definicion de la FRFT

Como hemos visto anteriormente, el efecto que produce la transformacién
de Fourier de una senal sobre el dominio de la WDF asociada, es su rotacién en
un angulo de 7/2. Esto motiva a definir a la FRFT, en forma indirecta, como la
transformacién de la senal que produce una rotacién de la WDF un 4ngulo igual a
una fraccién de /2, que es la rotacién prodicida por una transformacién de Fourier

ordinaria [9]. La transformada de Fourier fraccionaria de una funcién unidimensional

FP {u(z)} = up, (11.30)

queda asi definida por el efecto de rotacién que produce sobre la WDF de la senal en
su dominio bidimensional de definicién (z, ), en notacién matricial la transformacién

de coordenadas en el espacio de las fases es:

|:COS¢ —senqﬁ} [w] _ [a)cos¢—§sen¢)}‘ (1L.31)
sen¢  cos¢ ¢ rsen ¢ + & cos ¢

El 4ngulo de rotacién esté relacionado con el orden fraccionario de la FRFT por
¢ =pr/2, (11.32)

con p un numero real. Los casos particulates de p = 1 y p = 0 corresponden a la

rotacién en ¢ =7/2y ¢ = 0, que coinciden con la transformacién de Fourier ordinaria

y a la transformacién identidad respectivamente

FHu(z)} =wuw =U(v) {0 ! ] : (11.33)

F{u(z)} = uo = u(x) [ (1) (1) } : (I1.34)

Es importante destacar que por estar directamente relacionado el orden fraccionario
p con el dngulo de rotacién ¢, la conmutatividad y aditividad de los indices de la

transformada se reduce a la de aditividad y conmutatividad de dngulos en el plano.
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Basada en esta definicién, la FRFT puede ser implementada utilizando el siguiente

algoritmo:
u(z) — Wo(z,§), (11.35a)
Wo(z,§) — Wy(z,8), (11.35b)
Wy(z,§) — up(z). (I1.35¢)

Los tres pasos del algoritmo son: i) transformacién de Wigner de la sefial, Ec. (I1.35a),
ii) rotacién de la WDF en el espacio de las fases de acuerdo con la Ec. (I1.35b) y iii)
transformada inversa de Wigner para obtener la transformada de Fourier fraccionaria,
Ec. (I1.35c). Si bien mediante el algoritmo anterior puede sintetizarse la FRFT, la
implementacién éptica de las etapas descriptas resulta demasiado compleja debido en
gran parte a la bilinealidad de la WDF [18, 19].

Una forma de implementar pticamente la FRFT es descomponer la matriz
de rotacién en un producto de matrices que representen transformaciones de la senal
ficiles de implementar en el laboratorio. Toda rotacién puede descomponerse en tres
operaciones de cizalladura sucesivas, como se ilustra en la Figura II.5. Una de las

posibles combinaciones es:

(20,0) — (71,&) = (w0 — Ao, &), (I11.36a)
(x1,&) — (22,6) = (21,61 + Bm), (I1.36Db)
(22,62) — (23,&) = (22 — C&, &), (I1.36¢)

o bien en forma matricial

- —
e {”’0 } , (IL.37a)
| &1 ] 10 1 J[¢&
ezl > Pl } , (I1.37b)
§2 | B 1]|[&
) I Rl ["”2 } (IL.37¢)
| &3 10 1 || &
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N IA’.« .:\)# 3

V74,

Figura I1.5: Rotacién de una figura mediante la sucesién de tres operaciones de cizalladura.

La transformacién completa puede expresarse con una sola matriz de la forma

1 -c 1 —A
0 1 0 1

Para que ésta sea una matriz de rotacién, como la de la Ec. (I1.31), las constantes

1-CB ABC-A-C
B 1-AB

10

(11.38
B 1 )

A, By C deben cumplir las siguientes condiciones:
B = sen ¢, A = C = tan(¢/2). (I1.39)

Las Ecs. (I1.37a), (I11.37b) y (I1.37¢) representan operaciones de cizalladura a lo
largo de los ejes =, £ y = respectivamente. Otra forma de obtener una rotacién en

el plano (x,¢)es realizar estas tres operaciones de cizalladura en diferente orden, a
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saber: primero en £, luego en z y finalmente en £. La segunda transformacion es

(T0,&) — (x1,&1) = (2o, &0 + axy), (IL40a)
(21,&) — (32,&) = (21 — b1, 61), (I1.40b)
(79,&) — (33,&3) = (w9, & + cy), (I1.40c)

cuya matriz la podemos expresar como:

1—ab —b 1 0 1 —b 10
— ) (I1.41)
a+c—abc 1—cb c 1 0 1 a 1

Anélogamente obtenemos los valores para las constantes a, b y ¢ como:

b = sen ¢, 4 = ¢= tan(@/2). (I1.42)

Las matrices de las Ecs. (IL.37a), (I.37b) v (II.37¢) y las del segundo miembro de
la Ec. (I1.41) tienen la misma forma que les matrices de las Ecs. (11.23) y (I1.27).
Por lo tanto, las operaciones que descomponen la rotacién de la WDF en el espacio
de las fases representan fisicamente el pascje de luz a través de lentes esféricas y
la propagacién luminosa en el espacio libre. Las dos formas posibles de realizar
una rotacién de la WDF pueden llevarse a rvabo épticamente, dando lugar a sendas
configuraciones épticas que se corresponden con los arreglos épticos de la Figuras I1.6
y IL.7. En el primero de ellos, la sucesién de operaciones épticas es: propagacion-
lente-propagacién. Las constantes de la Ec. (I1.39), y por lo tanto el orden de la

transformada p, se relacionan con los pardmetros del sistema 6ptico mediante las Ecs.

(11.22) y (I1.26), resultando:
tipo I) A = R = tan(¢/2), B =Q =sen¢. (I1.43)
En el segundo sistema 6ptico las operaciones son: lente-propagacion-lente y tenemos
tipo II) a = Q = tan(¢/2) b= R =sen¢. (11.44)

En ambos arreglos, al variar el orden de la FRFT, varfa tanto la focal f de las lentes

involucradas como las distancias de las propazaciones z. Esto es asi, pues el pardmetro
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f=f,/Q

XO A / X
|
—>
) >
R Z
Plano de Plano de
entrada z=Rf, z—Rf, salida

A
v

-
7

Figura I1.6: Sistema Gptico (tipo I) para generar la transformada de Fourier fraccionaria bidi-

mensional. Los pardmetros R y () estdn relacionados con el orden p mediante las ecuaciones:

R =tan(¢/2) y Q = sen ¢.

de escala Af; debe permanecer constante para todos los érdenes fraccionarios. Variar
experimentalmente las distancias involucradas en los sistemas 6pticos no es tan pro-
blemético como modificar las distancias focales de las lentes utilizadas. Por esta razon,
para que los procesadores 6pticos tipo I y II sean versétiles, es necesario modificarlos
para poder variar ficilmente la distancia focal efectiva, introduciendo por ejemplo,
lentes zoom [22].

Es posible obtener explicitamente un operador para la FRF'T a partir de la
sucesién de operaciones en los arreglos experimentales de las Figuras 11.6 y I1.7. Si
uo(xp) es el campo escalar complejo de entrada en el sistema éptico de la Figura I1.7,

se modificard en cada etapa segin las siguientes ecuaciones:

uo(xo) — u1(x0) = uo(zo) exp [— (im /A f1) Qazg] , (I1.45)
U1(€) — U(&) = Ur(€) exp [ (im/Mf1) RE] (11.46)
uy(2) — p(z) = () exp [ (im/ A1) Q]| (11.47)

donde
Ur(€) = [ wi(zo) exp [~ (2mi/Af2) 28] dao, (IL48)

o0
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0 A f:fl/Q f A X
—
> >
—p Z
Plano de Plano de
entrada z=Rf, , salida

Figura I1.7: Sistema dptico (tipo II) para generar la transformada de Fourier fraccionaria bidi-

mensional. Los pardmetros R y @ estdn relacionados con el orden p mediante las ecuaciones:

Q =tan(¢/2) y R =sen¢.

y
ua(z) = / O:O Us(€) exp [(2mi /A f1) €] de. (I1.49)

Combinando este grupo de ecuaciones se obtiene el operador de la transformada de
Fourier fraccionaria, que relaciona los campos a la entrada y a la salida del sistema
optico:

) = /ﬁo:o up(z0) exp L\f}%g (xg + ;ﬁ)] X

2
— ~ dxg. I1.50
X exp [ N, sen ¢a¢0:1:] Zg (I1.50)

Es posible hallar la expresiéon del operador inverso realizando una rotacién de la
WDF en sentido contrario al realizado para obtener la Ec. (I1.50). La transformacién
inversa queda definida por

i

'LLQ(.’L‘O) = /°° up(.’lj) exp [Xm (.’Eg + $2):| X

— 00

271
X exp [— /\fl sen(——gb)xoa{l d.’L', (1151)

donde debe notarse el reemplazo de ¢ por --¢. La generalizacién del operador para

funciones bidimensionales es directa, debido a que la descomposicién de la matriz
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de rotacién puede efectuarse sin importar e! nimero de dimensiones del espacio [9].
Una definicién equivalente a la presentada er esta seccidn, la transformada de Fourier

angular, fué realizada por L. Almeida en las Refs. [23, 24]

II.4 Compatibilidad entre definiciones y propieda-
des

En esta seccidén se compararén las definiciones Opticas de la FRFT dadas
anteriormente, se analizard su compatibilidad y se estudiaran sus propiedades maés

importantes.

I1.4.1 Compatibilidad

A pesar de que las dos definiciones pticas de la FRFT analizadas en las sec-
ciones II.2 y I1.3 tienen origenes fisicos diferentes, ambas son totalmente equivalentes.
En estas definiciones aparecen constantes que tienen relacién con el entorno fisico uti-
lizado. En el operador de la FRFT basada 2n el medio GRIN, aparece la constante
w definida por la Ec. (I1.6) que es funcién de los pardmetros fisicos del medio GRIN,
Ny y Ny. A su vez, en la definicién basada ea la WDF aparece el pardmetro Af; que
esta asociado al campo que se propaga y a la escala de la transformada de Fourier or-
dinaria. Es interesante establecer una relacion entre estos parametros para asi poder
comparar procesadores Gpticos basados en las diferentes definiciones. La compatibi-
lidad entre ambas definiciones fue demostrada en la Ref. [26] utilizando el principio

matematico de induccién completa. De uno de los pasos de esta demostracién se

obtiene R ,
Xf2R 1\?
—l - =1. I1.52
S +(e-5) R (11.52)
Utilizando los valores de R y @ dados por le Ec. (I1.44) puede entonces hallarse
s

s
que relaciona un medio GRIN cuadratico caracterizado por el parametro w con el

sistema 6ptico (tipo II) de la Figura IL7. Si en cambio, se quieren utilizar como
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pardametros del medio GRIN, n; y L, haciendo uso de la Ecs. (I1.2) y (II.6), obtene-
mos [22]
2
= F (1L53)

7N
11.4.2 Propiedades de la FRFT

Existen dos postulados bésicos que debe cumplir la transformada de Fourier
fraccionaria y pueden enunciarse como propiedades. Estos fueron mencionados al
comienzo del Capitulo II y verificados para ambas definiciones. El primero es la
coincidencia entre la transformada de Fourier fraccionaria con la transformada de
Fourier ordinaria cuando el orden fraccionario de la primera toma el valor unidad,

esto es

uy(y) — Flu(z) = ui(y), cuando  p— 1. (I1.54)

El segundo es la conmutatividad y aditividad de los 6rdenes fraccionarios, lo que

permite componerlas sin importar el orden, esta propiedad puede resumirse como
f(01P1+02P2)u($) — f(clpl)f’(czpz)u(a;) — ]:‘(02172)}‘(01171)”(3;)_ (11.55)

Otra propiedad que puede demostrarse faci.mente de las expresiones para los oper-
adores de la FRFT expresados por las Ecs. (II.11) y (IL.50) es la linealidad, por la
cual

FPeru(z) + cov(z)] = c: FPu(z) + coFPu(z). (I1.56)
De las ecuaciones mencionadas arriba, también pueden obtenerse las relaciones de

periodicidad que exhibe la FRFT, estas son:

Friiu(z) = Fru(z), (IL.57a)
Frtiu(z) = FPu(—z). (I1.57b)

De estas dos ecuaciones se puede observar que el periodo en el orden fraccionario de
la FRFT es de 4, y que, excepto una inversién de coordenadas, toda la informacién de
la FRFT puede ser obtenida para los érdenes en el intevalo 0 < p < 2 o equivalente.
Si ademas la funcién es real, es decir que verifica u(z) = u*(x), este intervalo puede

reducirse a 0 < p < 1.
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A efecto de ilustrar el comportamicnto de la FRFT, se enunciaran a conti-
nuacion algunos de los teoremas mas importantes. En el Apéndice A, se realiza una
breve presentacion de la definicién puramen-e matemética de la FRFT y se muestra

el efecto del operador en algunas funciones sencillas.

Generalizacién del teorema de Parseval

El teorema de Parseval, que comunmente se lo interpreta en el sentido de la

conservacidn de la energia de la senal, puede generalizarse a la FRFT de la forma

/u(m)v*(a;)da: = / up(y)v, (y)dy, (IL.58)

que en el caso de tratarse de la misma senal se puede escribir como

[ @) do = [ Jup(y)) dy. (IL.59)

El hecho de que las funciones de Wigner de la sefial y de su transformada estén
relacionadas por una operacién conservativa en el espacio de las fases, como lo es la
rotacién, permite anticipar la validez de una generalizacién del teorema de Parseval.

En el Apéndice B, se da una demostracién formal de su validez.

La FRFT ante translaciones

Una forma de comprender como ectiia una transformacién, es conocer el
efecto que producen sobre ésta algunos cambios en la senal. Uno de estos cambios es
la translacién en las coordenadas espaciales, que puede ser expresada de la siguiente
manera

u(z) — ulz + ). (I1.60)
La FRFT de la senal transladada, u;’f(y), se relaciona con la FRFT de la senal original,
u,(y), mediante la siguiente igualdad

u, (y) = exp % sen ¢ (2y + acos P) | up (y + ccos @) , (I1.61)
1

de la cual se presenta una demostracién en el Apéndice B. Puede notarse que una

translacién en el dominio de las coordenadas produce una translacién en el dominio
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de la FRFT y la aparicién de un factor de fase. Cuando el 6rden fraccionario toma
el valor unidad, p =1 0 ¢ = /2, esta igualcad se convierte en la conocida expresién

para la transformada de Fourier ordinaria

o 2oy
uf (y) = exp _f

A1

J uy (y) . (11.62)

La FRFT ante cambios de escala

El efecto que produre sobre la FEFT el cambio de escala en la senial de
entrada es de gran importancia en Optica, debido a la facilidad con que las lentes

esféricas lo producen. Un cambio de escala
u(z) — u(az),

produce una variacién en la transformada de Fourier fraccionaria dada por:

& () = LT y _
o (Y) = ~uy (\/1/a2+sen2¢(a2—1/a2)>’ (11.63)

con
imy? (ot — 1)

U = exp [ } : (I1.64)

A1 (attar ¢ + 1/ tan ¢)

2
D = — arctan [a2 tan (p7r/2)} : (11.65)
s
Es decir, la FRFT de orden p de la funcién raodificada es igual a FRFT de la funcién
original pero con un orden fraccionario p difsrente, en una escala distinta y multipli-
cada por un factor de fase cuadratico. Cuando el orden fraccionario toma el valor uno,
el factor de fase de la Ec. (I1.64) se hace igual a la unidad y los érdenes fraccionarios
py P, se hacen iguales, quedando la Ec. (I1.33) de la forma
N 1
uy (y) = —w (2> ; (11.66)

e
que es la expresién del teorema de cambio dz escala para la transformada de Fourier
ordinaria. En el caso particular en que @ = 1, la Ec. (I1.63) se convierte en una
identidad

ub () = 1y (0), (11.67)
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pues el factor de fase de la E~. (11.64) también se hace uno. Una demostracién de

este teorema puede encontrarse en el Apéndice B.

Teorema de la derivada

Por 1ltimo, un teorema conocido 2n el formalismo de la transformada de
Fourier, es el de la derivada. Este relacicna a la transformada de Fourier de la
derivada de una funcién con la transformada de Fourier de la funcién misma. La

generalizacidn para el caso de la FRFE'T es la siguiente:

f%ﬁﬁ:@@ym¢+%@%%%m¢ (11.68)

la que en forma explicita puede escribirse como

] 21
/u’(:v) exp [ﬁ—nz (332 - yQ)} exp (—)\—ﬁgén—qsa:y> dzr =

.
= y(y) cos§ + uy{y) S 7 sen (11.69)
1

donde u/(x) es la primera derivada de la funcién u(z).

En el caso en que p = 1, la expresion anterior toma la forma

2y
Afi
= ZZFlu(z). (IL.70)

Fld(z) = w(y)

En el Apéndice B se demuestra la validez de la Ec. (I1.69).
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Capitulo III
La FRFT y los patrones de

difraccion de Fresnel

III.1 Introduccion

La propagacién de luz en el espacic libre, puede ser analizada como un pro-
ceso continuo de transformacién de Fourier de orden fraccionario. A medida que el
campo luminoso se propaga, el orden de la FRFT representada por el campo se incre-
menta desde cero hasta tomar el valor unided. Estos valores extremos coinciden con
la apertura difractante en el primer caso y con la transformada de Fourier ordinaria
asociada a la difraccién de campo lejano en el segundo. Este comportamiento hace
posible relacionar a los patrones de difraccién de Fresnel con la FRFT . Los primeros
trabajos en tratar este tema se deben a Pellat-Finet et al. [27, 28] y a Abe et al.
[29]. Mas tarde Ozaktas et al. [30] analizan varios sistemas dpticos transformadores
de Fourier fraccionarios y estudian la relacion entre la FRFT y la propagacién en el
espacio libre.

En la segunda seccidn de este capitulo se hace una breve revision de la teoria
escalar de la difraccién para luego describir la difraccién de Fresnel como una transfor-
macién de Fourier fraccionaria de la pupila difractante, resultado obtenido de manera
independiente en la Ref [31]. En la tercera y cuarta seccién se propone un procesador
para realizar la FRFT de una transparencia bidimensional sin elementos refractivos,

utilizando solo propagacién del campo luminoso, y se presenta una aplicaciéon de la
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FRFT al filtrado espacial en la regién de Fresnel.

II1.2 La difraccion en la region de Fresnel.

En muchas situaciones la descripcién de la propagacién del campo luminoso
mediante el formalismo de la ptica geométrica no es suficiente. Esto es asi porque
esta teoria no tiene en cuenta los efectos de difraccién. El estudio de la propagacién y
difraccién de luz monocromética por apertu-as finitas puede ser llevado a cabo en el
marco de la teoria escalar de la difraccién. La validez de esta teoria estd garantizada
siempre que se verifiquen las siguientes condiciones: i) que la dimensién caracteristica
de la apertura difractante sea grande respecto a la longitud de onda de la radiacién
incidente, ii) que los puntos de observacién se encuentren suficientemente alejados de
la apertura difractante. Con estas restriccicnes, los resultados de esta teoria son lo
suficientemente exactos como para tratar a la radiacién luminosa como un fenémeno
escalar y no tener en cuenta el acoplamienso de los vectores eléctrico y magnético
del campo.Un tratamiento detallado del fendmeno de propagacién y difraccién de la
luz puede ser encontrado en la Refs. [32, 3, 33]. Consideremos la propagacién de un
frente de onda arbitrario desde el plano en €l que se encuentra una transparencia de
transmitancia t(zo, %) (plano objeto) y un plano de observacién a una distancia z del
primero, como lo muestra la Figura III.1. Sila amplitud del campo escalar en el plano
de la transparencia est4 dada por ug (Zo, %), la distribucién de amplitud compleja en
el plano de observacién puede ser calculada utilizando la férmula de difraccién de

Rayleigh-Sommerfeld
2
u(z,y; 2 //uo %o, Yo) (——) exp (%r) dzodyy, (I11.1)

donde A es la longitud de onda de la iluminacién monocromatica y r es la distancia

entre los puntos Py = (xo,%;0) y P = (z,¥; z), que estd dada por:

z—10\* | (y—w0)\?]""
,«:zlu( )+ ( )] | (11.2)
4 z

Si la distancia z es lo suficientemente grande comparada con las dimensiones de

la apertura, pueden hacerse algunas aproximaciones a efectos de simplificar la Ec.
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Figura II1.1: Esquema de difraccién de una onda esférica a través de una transparencia-objeto t.

(IIL.1). Esta modificacién de la férmula de Rayleigh-Sommerfeld, es conocida como
aproximacion de Fresnel y resulta valida para propagaciones mayores a una deter-
minada distancia minima entre la transparencia y el plano de observacién. Si la

extensién radial maxima de la transparencia es Ly, esto es:

(o, o) = 0, Vo +u8 > L, (11L.3)

y si nos restringimos a una regién en el plano de observacién que verifique /2 + y? <
- o | 2 2 .
Ls, el maximo valor que toma la expresién |(:L' —z0)" + (y — o) ’ puede ser escrito

como:

(@ —20)’ + (= w)’] = (I +La)". (ITL.4)

Por lo tanto para distancias de propagacién que verifiquen
2> Ly - Ly, (I11.5)

el denominador de la onda esférica de la Ec. (III.1) puede aproximarse por:

iz [1 + (m — $°)2 + (y - y"ﬂ =~ i)z, (IIL6)

z z
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Para aproximar el término de fase en la Ec. (IIL.1) se lo desarrolla en serie obtenien-

dose

™

anm om0 2 Rt I L r2RY 212
r=Srt s (@ - 20) + 0= 0)"] - 5 (@ - 2)* + (v~ )]+ (TIL7)
El tercer término del desarrollo en serie puede acotarse para obtener la condicién

ElR >>5(L + Ly)*, (I11.8)

para la cual, el error cometido en la fase al 1etener solo los dos primeros términos de

su desarrollo en serie es mucho menor que un radian. La fase toma entonces la forma
x - z0)’ + (y — y0)2] . (IIL.9)

Las aproximaciones realizadas en las Ecs. (111.6) y (III.9) son conocidas como apro-
zimaciones de Fresnel y con ellas, la amplicud del campo escalar puede expresarse

como

o0
exp

u(z,y; 2) = ZAZ // o (To, Yo) exp {A [(ﬂf —z0)’ + (y — yo)2] } dzodyo.
(II1.10)
La condicién de la Ec. (II1.8) es usualmente suficiente pero no necesaria para asegurar
la validez de la aproximacién de Fresnel y =l comienzo de la zona de difraccién de
campo cercano [33]. Para algunas distancias z, pequehas como para no verificar
la Ec. (IIL.8), el factor de fase cuadratico en la Ec. (IIL.10) es lo suficientemente
grande como para que el argumento de la integral de Fresnel oscile muy rapidamente.
En estas condiciones el valor de la integral estard basicamente determinado por las
contribuciones de los puntos cercanos a los que mantienen la fase estacionaria. Cerca
de esos puntos los valores de los términos desechados en la aproximacién de la Ec.
(I11.7) son frecuentemente despreciables {3, 32].
Si la transparencia t(zg, ¥g), es iluminada por una fuente puntual localizada
a una distancia d detras de ella, la expresior. del campo en el plano objeto esta dada

por

2 4 .2
uo (o, yo) = t(xo, yo) exp (iw%) : (IT1.11)
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donde se ha tomado la aproximacién parabdlica para representar la onda que ilumina
la transparencia. Para esta clase de iluminacién, la expresién para el campo escalar
en el plano de observacién en la aproximacion de Fresnel puede escribirse como

eXP(ZMZ) i AT b zg+uys (1 1
: = — A L ¢ ; A s
u(z,y; 2) exp (lﬂ” - //_OO (zo,Yo) exp |im 5 ( +d> X

A2 Z

o
X exp [—/\i: (xzo + yyo)] dzodyo. (I11.12)

II1.3 La FRFT generada por difraccion

El fenémeno de difraccién de Fraunhofer, o de campo lejano, estd direc-
tamente relacionado con la transformada de Fourier. Los patrones de difraccién
de Fraunhofer de una pupila pueden ser calculados mediante la transformada de
Fourier de una funcién compleja que representa a la pupila. Asi como la transfor-
mada de Fourier ordinaria es la representacién matemaética del fenémeno de difraccién
de Fraunhofer, su generalizacién, la transforinada de Fourier fraccionaria, lo es de los
patrones de difraccién de Fresnel.

La FRFT de una funcién pupila bidimensional (¢, o) puede implementarse
mediante sistemas 6pticos sencillos. La Figu-a III.2(a), muestra uno de estos posibles
arreglos Spticos, en el que f = f;/sen¢ es la distancia focal de la lente L, Zy =
fitan (¢/2) y ¢ = pr/2. La amplitud compleja en el plano de salida del procesador,

esto es en el plano z = 27, esta dada por:

. 2ty . T+,
up(z,y) = AeXp< /\f1tan¢>)// o (o, Yo exp< /\fltanoqj)x

2m
X exp [_E:e—r@ (wox -+ yoy)} dzodyo, (IT1.13)

donde A y f) son constantes, A es la longitud de onda de la iluminacién monocromatica,
y uo(Zo,¥o) es la amplitud compleja en el plano 2 = 0. Como el sistema 6ptico estd
iluminado por una onda plana, la amplitud compleja en el plano de entrada coincide

con la funcién pupila y por lo tanto:

UO(l‘o,yo) = f(.’EO,yo). (11114)
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(a) Xo~Yo

—
—>
—> 4
/ ':

t(X4,¥o) -

A

v

(b) X'o'y'o X-y

A
(xMy M)~ |

v

(C) XiYo X"y'

\
s F ‘
t(X4,Y0) // T u,(x'/M,y'/M)

Figura II1.2: (a) Arreglo 6ptico para obtener la transformada de Fourier fraccionaria. (b) y (c)

Configuraciones equivalentes basadas en la difraccion de Fresnel en el espacio libre.
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La Ec. (III.13), es la versién bidimensional d=l operador integral de la FRFT de orden
fraccionario p dado por la Ec. (I1.50).
Para relacionar la Ec. (II1.13) con jos patrones de difraccién en la regién de

Fresnel de t(zo,yo), realizamos las siguientes asignaciones:

Zy, = fitandg, (III.15a)
M = 1/cos¢, (IIL.15b)
R, = fi/(sen¢cos¢). (II1.15¢)

Realizando el siguiente cambio de coordenadas en el plano objeto

T — xo/M, (II1.16a)
Yo — Yo/M, (II1.16b)

y reemplazando las Ecs. (IIL.14) y (IIL.15) en la Ec. (II1.13), obtenemos:

_ A . o’ +y °0 J() ; a:{)?%-y(’f il 1
Uy(2,y) = 72 eXp( >// ( exp |imT—— Z R X

2 \
X exp [ /\7; (zyz + yOy)] dzydyg. (II1.17)

Haciendo una comparacién entre las Ecs. (II1.17) y (III.12), se puede concluir que la
amplitud compleja u,(z,y) que representa a la FRFT de orden p de la funcién pupila
t(zo, yo), coincide con el patrén de difraccion de Fresnel localizado a una distancia
Z,, difractado por una versién magnificada de la pupila t'(zg, yp) = ¢ ( (34> MQ) cuando
es iluminada con una onda esférica convergente de radio R,.

Otra forma de vincular a la FRFT con los patrones de difraccién de Fresnel
de la funcién pupila, es realizar el cambio de variables sobre las coordenadas del plano

de observacidn, esto es:

x — &'/M, (II1.18a)
y — /M. (IIL.18b)

Reemplazando nuevamente la Ec. (III.14) junto con:

Z, = fisen¢cosg, (II1.19a)
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M = cos¢d, (II1.19b)
R, = fi/tang, (I11.19c)

en la Ec. (III.13), obtenemos:

L) 2 +y?\ rre wtys (11
up<M>M) = Aexp('mr 7, //_Oot(a:o,yo)exp i 5 ZD-E ¢

omi \
X exp [_/\—7; (zoz’ + yoy’,] dzodyo. (I11.20)
D

De esta manera, puede obtenerse la FRFT de orden p magnificada un factor M por
difraccién de una onda esférica de radio R, en la pupila t (zo,yo). Por lo tanto es posi-
ble generar épticamente a la FRFT de orden p de una pupila por simple propagacién
de una onda esférica convergente. Teniendo en cuenta esto ltimo, podemos disenar
un procesador para obtener la FRFT por difracciéon de Fresnel en el espacio libre con
dos variantes. La primera de ellas (A) se basa en la Ec. (I11.17), donde los pardmetros
geométricos estan relacionados con el orden p de la FRFT por medio de las Ecs.
(II1.15). Esta variante se ilustra en la Figura II1.2(b) y la variacién de los diferentes
pardmetros con el orden de la FRFT se puede observar en la Figura II1.3(a). En la se-
gunda configuracién (B), relacionada con la Ec. (II1.20), los parametros geométricos
fundamentales estdn dados por las Ecs. (II1.19) cuya variacién con p puede apreciarse
en la Figura I11.3(b). El esquema del procesador en esta iltima versién se ilustra en
la Figura I11.2(c). En aplicaciones en las que se requiera la FRFT sin error de escala,
debe magnificarse a la funcién pupila un factor M y utilizarse un procesador éptico
en su variante A (ver Figura IIL.2(b)). Sin embargo para aplicaciones que admitan
una variacién controlada de la escala a la salida del procesador es mas sencillo utilizar
la configuracién B (ver Figura II1.2(c)), pues no requiere ninguna modificacién de la
funcién de entrada.

Es posible evitar la variaciéon de escala a la entrada o a la salida en los
procesadores anteriormente mencionados, en detrimento de obtener la transformada
de Fourier fraccionaria a menos de un factor de fase cuadritico [34]. Si se ilumina

la pupila ¢(zo,¥yo) con una onda esférica convergente de curvatura R,, la FRFT de
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Figura 111.3: Variacién con el orden de la FRFT de los pardmetros geométricos Z,, R,, y M en el
caso: (a) arreglo A, (b) arreglo B.

orden ¢ puede ser hallada a una distancia Z, sin error de escala siempre que:

fi
= = IT1.21
" = an(pf2) (HL-212)
Z; = fisengp, (II1.21b)

con ¢ = qn/2. Reemplazando las Ecs. (II1.21) en la Ec. (II1.12), obtenemos el patrén

de difraccién de Fresnel a una distancia Z,; de la pupila, que es

. Tty o0 Ty + Yo
& ol A ﬂ
u(z,y; Zq, Ry) exp ( N, sencp) t(zo,Yo) exp (mr/\fl tancp) X

2
ik (x20 + yyo)} dzodyo. (I11.22)

X S S —
= l Afisenp

Por lo tanto, a la FRFT de orden ¢ de la pupila t la podemos escribir en funcién del
campo u(z,y; Z,, Ry) como

72 + 92

uy(z,y) = exp (_M_X}?—y_) u(z,y; Zq, Ry). (II1.23)

Manteniendo fija la curvatura de la onda esférica, no solo podemos hallar por propa-

gacién la FRFT de orden ¢ sino todas las FRFT para 6rdenes entre 0 y 1. Realizando
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nuevamente el cambio de variables expresado por las Ecs. (II1.18) en la expresién de

la FRFT de orden p dada por las Ecs. (II1.13) y (II1.14), obtenemos:

Yy A +y? Tyt
V) -4 // Lo T Yo
"P(M M) exP( M tang ) J) o Vol b0 exP( "Mitang)

9
i (zo2’ + yoy')] dzodyo, (I11.24)

X exp [_ MM eeng

donde ¢ = pm/2. Relacionando esta tltima ecuacién con el patrén de Fresnel locali-
zado a una distancia Z,, generado por difraccién de la onda esférica de curvatura R,,

y utilizando algunas identidades trigonométricas, podemos escribir

/i tang (I11.25)

P 1-|-7%"-tan¢’

_ 14 tangtan(4/2)

= I11.26
P 1+ "1% tan ¢ ( )

y la FRFT de orden p la podemos expresar como:

/ / 12 12 1= M2 w0
Uy (i y_> = exp {m”' Y [RQ( ) ””u(m’,y’;zp,Rq). (II1.27)

M’ M A ZpyR,M?
Por lo tanto podemos generar la FRFT de orden p, a menos de un factor de fase
cuadratico, a una distancia dada por la Ec. (II1.25) y con una magnificacién dada
por la Ec. (II1.26). Puede observarse de estas tltimas ecuaciones que el error en la

escala desaparece si ¢ = p, esto es si iluminamos con la onda esférica de curvatura

correcta dada por la Ee. (III.21a).

ITI.4 Aplicacién al filtrado espacial en la region de

Fresnel

En las aplicaciones de filtrado espacial mediante técnicas épticas, uno de
los fenémenos usualmente utilizados es el efecto Talbot o fendmeno de autoiméagenes
bajo condiciones de iluminacién coherente. El efecto Talbot consiste en la aparicién
de réplicas de la transparencia difractante a medida que el campo se propaga. Este

fenémeno ocurre cuando la iluminacién es coherente y la transmitancia iluminada
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es peridédica. Si iluminamos una red de Ronchi R(z) de periodo d con una onda
plana monocromatica de longitud de onda A las réplicas o autoimégenes positivas

apareceran a las distancias de la apertura difractante dadas por

= aZr o R . T (I11.28)

donde
Iy = —, (IT1.29)

es conocida como distancia de Talbot. En los planos ubicados a distancias intermedias

dadas por
OLZT

2 )

el campo reproduce a la transmitancia R(z) cesplazada en medio periodo a lo largo del

(I11.30)

T =

eje . Esta funcién desplazada coincide con la funcién original pero con el contraste
invertido por lo que se las llama autoiméagenes negativas. En el caso de iluminar
la red de Ronchi con una onda esférica monocromatica convergente de radio R, las
autoimagenes ya no serdn replicas exactas de la transparencia iluminada sino que
tendrdn una variacién en la escala. Para este tipo de iluminacién, las distancias z a

las que estan localizadas las autoimagenes varifican [35]

11 A
e = 1.2 .25 - I11.31
w ~ &t 2am a=1,2 ( )

En la Figura II1.4 se ilustra esquematicamente la generacién de autoimagenes.
Si una transparecia objeto unidimensional t(£) esté formada por una super-
posicién lineal de estructuras binarias periddicas como redes de Ronchi, puede ser

expandida sobre un conjunto de funciones de la siguiente manera
(&) =D amB(§,dm), (111.32)

con

1

=5 [1+ Rin(€)] rect (¢/20) (IIL.33)

R(&, dr)

y donde
R, (&) = sign [sen (2’"”17@/;1:0)] , = 1,2.3, ... (I11.34)
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Figura I11.4: Esquema de un dispositivo Talbot: (a) Iluminado con una onda plana y donde Z =

2—/‘{[2. (b) Nluminado por una onda esférica convergente de radio R donde Z+ = RLEZI;’ 7" = 51—?:22%.
es la funcién de Rademacher de orden m cuyo periodo es
d,, = 22 "x,. (I11.35)

Estas funciones describen un tren de 2™ ! niclos rectangulares y estin definidas en
el intervalo |£| < xo con amplitud +1 y —1, donde la zona con valor nulo es igual a
las de valor +1 y el perfodo estd dado por d.,. Las funciones de Rademacher forman
un conjunto ortogonal e incompleto por lo tanto, no forman una base y no todas las
funciones pueden ser expandidas en ellas. Ea la Figura II1.5 se ilustran los primeros
6rdenes de las funciones de Rademacher. El filtrado espacial en la regién de Fresnel

puede ser realizado colocando a una distancia z de la transparencia a filtrar una réplica
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R,(x)

R,(x)

R,(x)

R,(x)

T T T 1
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X/Xq

Figura I11.5: Primeros érdenes de las funciones de Rademacher

de ésta. Si la distancia z es elegida de tal manera que corresponda a la distancia de
Talbot negativa de una cierta funcién R,,(¢), la réplica cancelard esta componente
en el espectro de Rademacher de la transparencia obteniéndose la imagen filtrada de
t(£) [36, 37]. El efecto de filtrado en la region de Fresnel puede ser relacionado con
el formalismo de la transformada de Fourier fraccionaria basandonos en la relacion
entre ésta y los patrones de Fresnel obtenida en la seccién anterior. Iluminemos la
transparencia t(£), dada por la Ec. (II1.321, con una onda esférica convergente de
radio R en forma andloga a la que se ilustra en la Figura II1.4(b). La FRFT de orden

p de la transparencia, dada por la Ec. (II1.17), estard localizada a una distancia Z, de



Capitulo III. La FRFT y los patrones de difraccién de Fresnel 44

ésta, expresada por la Ec. (IIL.15a). Aplicando el operador FRFT a t(£) obtenemos

FAUE) = Y anF {R(E dm)} (I11.362)
= Y amFyr{RE/M,dp)}. (I11.36b)

Donde, como fue mencionado en la seccién anterior, la FRFT de orden p de t(£)
coincide con el patrén de difraccion de Fresnel de una version magnificada de la
transparencia bajo iluminacién esférica de radio de curvatura R y a una distancia
Zp, denotado por Fz, g{}. Teniendo en cuenta la Ec. (III.31) para las distancias
de las autoimdgenes bajo iluminacién esférica podemos concluir que para Z, = 2z,
la transformada de Fourier fraccionaria de orden p de una determinada funcién de
Rademacher R(£,d,,) coincide con la autoirnagen de una versién magnificada de la

misma funcién

FP{R(& dm)} = Fopr {R(E/M,dm) }, (I1L.37)

donde el cambio de escala implica un cambio en el perfodo de la funcién:

R(¢/M,dm) = R(€,d;, = dmM). (I11.38)

r'm

De las condiciones de autoimagen para iluminacién esférica tenemos que
For{R( d),) } = R(E,dp,), (IIL.39)

donde los periodos se relacionan como

(R — za)'

) =d, ~— I11.40
= (111.40)

Reemplazando las Ecs. (II1.38), (II1.39) y (II1.40) en la Ec. (III.37) y teniendo en

cuenta las expresiones para R, M y Z, dadas por las Ecs. (IIL.15), podemos escribir
FP{R(E,dm) } = R(& ), (IIL.41)

con

d! =d,cos (pr/2), (I11.42)
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y donde
_ 2ad?,
=

es la distancia de Talbot de la funcién R({ ,dy,) cuando es iluminada con ondas planas.

Z, a=12..., (111.43)

Por lo tanto, para un objeto t(£) compuesto por una superposicién lineal
de redes de Ronchi (funciones de Rademacher), la distribucién de amplitud corres-
pondiente a F? {R(f,dm)} es idéntica a la amplitud asociada con la a-ésima au-
toimagen de la red R({,d.,), iluminada pcr una onda esférica convergente de ra-
dio R = fi/tan(p7/2). La localizacién del plano de esta transformada de Fourier
fraccionaria, es Z, = fytan(pm/2), la cual coincide con la distancia de Talbot
2o = 2ad? /) de la red R(£,d,;) iluminada con una onda plana. La Eec. (II1.41)
relaciona la frecuencia espacial 1/d)., que puede ser suprimida por la accién del filtro
en la region de Fresnel, con el orden p de la FRFT de la componente correspondiente
en t(£).

A efecto de ilustrar las relaciones propuestas fueron obtenidas, en forma
numérica, las transformadas de Fourier fraccionarias de la funcién R(£,d3), que tiene
un periodo d3 = 0.5z, para érdenes fraccionarios p que satisfacen la Ec. (I11.43)
para valores de o = 1, 2, 3, y 4. De esta manera, las FRFT calculadas coinciden con
las cuatro primeras autoiméigenes de versiones de R(£,d3) con la escala modificada
y que tienen un periodo mayor que el de R(&,d;) dado por: dy = 0.5z¢/ cos (p7/2).
En la Figura II1.6 se muestra la amplitud normalizada de R(&,d3) y de cuatro de
sus FRFT calculadas para los ordenes fraccionarios p = 0.394, p = 0.610, p = 0.721
y p = 0.785. Las funciones obtenidas resultan ser también funciones periédicas con
periodos dados por la Ec. (I11.42) de dj = 0.407xo, d3 = 0.287x, d3 = 0.212xz, y
d3 = 0.166z, respectivamente. En el capitulo siguiente podra apreciarse nuevamente
la relacién existente entre la FRFT y el fendmeno de autoimagenes en un contexto

diferente.
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Figura I11.6: (a) Amplitud normalizada de la funcién R(¢,ds). (b), (c), (d) y (e) Amplitud normal-
izada de la FRFT de la funcién ilusirada en (a) para érdenes fraccionarios p = 0.394, p = 0.610,

p = 0.721 y p = 0.785, que resultan ser también funciones periédicas con periodos dy = 0.407zy,

dj = 0.287x,

dy = 0.212xz, respectivamente.
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II1.5 Calculo numérico de la FRFT

La transformada de Fourier fraccionaria puede ser calculada en forma ana-
litica sdlo para un numero reducido de furciones. Como ejemplo de ellas pueden
mencionarse la funcién de Gauss, la distribucién é de Dirac y la funcién de Gabor. El
resultado de la expresién analitica de la FRIFT para alguna de estas funciones puede
verse el Apéndice A. Sin embargo, en la mayoria de los calculos desarrollados a lo
largo de esta tesis, ha sido necesario trabajar con funciones més complejas. Por lo
tanto, fue necesario implementar algoritmos, con el objeto de desarrollar programas
de céalculo, a fin de realizar las simulaciones numéricas. De la doble definicién éptica
de la FRFT pueden extraerse también dos posibles métodos de calculo de la versién
discreta de ésta. El primero de ellos estd basado en la expansién de la senal en la
base de funciones de Hermite-Gauss, el segundo es una aplicacién del algoritmo de
la transformada rapida de Fourier (FFT) a la resolucién de una integral con nucleo
de Fresnel. Esta seccién tiene por objeto exponer el trabajo realizado en el calculo

digital de la FRFT.

I11.5.1 Implementacién basada en las funciones de Hermite-

Gauss

La siguiente implementacién discreta se desprende de la definicién de la
FRFT en base a la propagacién luminosa en un medio GRIN. Una funcién ug(zo) es
de banda limitada si existe un valor minimo z,, tal que la transformada de Fourier

de ug(xo) verifique, en su dominio de definicién, la condicién
Fuo(xo) = w1(z) =0, para |z|>2m > 0. (I11.44)

De acuerdo con el teorema de Nyquist de muestreo [3, 38|, toda funcién wuo(zo)
de banda limitada puede representarse mediante un vector columna de N muestras
discretas tomadas a intervalos que deben cumplir la restriccién

Sy e (111.45)

— 20
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De esta forma, la versién discreta de ug(xg) estd dada por el vector
7
u = [ug, us,...,un| . (I11.46)

Si u(zp) es la distribucién del campo luminoso dentro del medio GRIN correspondiente
a la funcién de entrada, la expresion para el campo después de una propagacién
Az = z; — 29 estard dada por u(z;). El proceso de propagacién del campo puede

expresarse como el siguiente producto matricial
u(z) =B (Az)u(2) (111.47)

donde B es un operador matricial de N X N elementos. Este operador es equivalente
a una transformada de Fourier fraccionaria discreta de orden p = Az/L. donde L es
distancia de enfoque del medio GRIN dada por la Ec. (I[.2). Para encontrar la forma
explicita que tiene el operador B, se define W, como la versién discreta de la funcién

de Hermite-Gauss de orden m — 1 ,dada por la Ec. (I1.4), como
~ ~ ~ T
U, = (Ui, Vo, .-, Unm] (I11.48)

con

Uim = \E/% (111.49)
donde h,, = 2™m!\/Tw?/ V2. El procedimiento de normalizacién expresado por la
Ec. (II1.49) asegura la ortonormalidad de los vectores W,,.

Cualquier funcién de entrada, puede ser expandida en las funciones de

Hermite-Gauss como lo expresa la Ec. (I1.9). En su versién discreta, dicha funcién

puede ser expandida en los primeros N vectores ¥,, de la forma

u;(2) = i fln(z) s, (I11.50)

m=1

o 5 - 9T
donde A,, = Amn_1v/hm-1. Definiendo el vector A = [Al, Ay ..., AN] , la ecuacion

anterior puede expresarse en forma matricial

u(z) = PA(z), (I11.51)
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donde W es una matriz de NV x N de elementos ¥,,,. Para el caso particular en que
la funcién de entrada es una funcién de Hermite-Gauss, por ser ésta una autofuncién

del operador propagacién en el medio GRIN, la Ec. (II1.47) toma la forma

B (Az) ¥,,=e"2 0, (I11.52)

#mdz eg ] autovalor correspondiente al m-ésimo autovector y la constante

El término e
Bm estéd dada por la Ec. (II1.50). A partir de la Ec. (III.51), el vector de entrada se

puede escribir como
u(zp) = PA(z) (I11.53)
y su inversa es
A(z) = ¥ u(z). (I11.54)
De la Ecs. (II1.47), (II1.50) y (IIL.52), la aplicacién del propagador B (Az) sobre el

vector u(zp) permite hallar las componentes u(z;), las que se escriben como:
N

u(2) = Y Am(z0)€P 2 Wy, (I11.55)

m=1
por lo que la relacién matricial entre los coeficientes Ay, de ambos vectores, inicial y
final, es:
A(z) = B(Az) A(zo), (I11.56)
donde B (Az) es una matriz diagonal de N x N elementos de la forma ¢#~%*. De la

Ecs. (IIL.51), (II1.56) y (II1.52), se puede escribir
u(z) = ¥8 (Az) ¥ 'u(z), (II1.57)

donde por la Ec. (II1.47) podemos identificar el operador propagacién y escribirlo
como:

B(Az)= 3 (pL) ¥~ (I11.58)

Este resultado final permite genera: un algoritmo para calcular la FRFT de

orden p. Al vector inicial hay que multiplica:lo por dos matrices lo que, al margen de

la cantidad de operaciones necesarias para calcular las funciones de Hermite-Gauss,

requiere del orden de 2N? multiplicaciones. Para un vector unidimensional de 512

elementos, que ha sido la opcidn més utilizada en esta tesis, el nimero aproximado

de multiplicaciones es 524000 y es independiente del orden fraccionario p.
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II1.5.2 Calculo directo de la integral con nucleo de Fresnel

La integracion directa del operador dado por

() = /_0; up(zo) exp [FIZZ;TQS (ZE% + :ﬁ)jl X

2m —:1:0:1:} dao, (I1L.59)

Afisen ¢

es otra de las opciones para calcular la FRFT. El problema del calculo numérico

X exp [—

de integrales con un término de fase cuad:itico, que aparecen frecuentemente en
problemas de difraccién, es que se necesita un nimero grande de muestras de la
funcién debido a que el nicleo de la integral oscila rdpidamente. Este problema es
més importante a medida que el orden freccionario p se acerca a los valores 0 y
42, hecho que puede asociarse al cdlculo ce un patrén de difraccién de Fresnel a
una distancia cercana a la pupila difractantz. Por lo tanto, el valor de p debe estar
acotado en un intervalo que evite tales valores, como por ejemplo p € [0.5,1.5] o
p € [2.5,3.5]. Para realizar el cdlculo de la integral con valores de p en los intervalos

restantes [—0.5,0.5] o [1.5,2.5], puede utilizerse la siguiente propiedad
FPug(zo) = F' Flug(zg), con g=p—1. (I11.60)

En tal caso, la FRFT de orden g puede calcularse directamente debido a que q €
[-1.5,—0.5] o ¢ € [0.5,1.5]. Debe observarse que, debido a las Ecs. (IL57), el
intervalo [—1.5, —0.5] es equivalente al intervalo [2.5, 3.5].

Con el objeto de evaluar en forma directa la integral de la Ec. (II1.59)
puede interpretarse a la FRFT de la funcién ug(zg) como la transformada de Fourier
ordinaria de una funcién modificada ig(zo). Realizando en la Ec. (IIL.59) el cambio

de variables dado por
z

= — IT1.61
Afisen ¢’ ( )

§

se obtiene

| . o
up(EXfiseng) = exp [fﬂgf%?sen(zas)} / ug (o) exp (%)x
X exp [—2mizof] dz,. L (1I1.62)

.4:{ 5 {
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La ecuacién anterior puede escribirse de la forma

up(z) (o) Uy(€) = Fiig(xo),

Ly= O (¢), (II1.63)

D (&) =exp [Zw;\jlfz sen (2¢)] ) (I11.64)
: 2

iio(20) = uo(xo) exp (%) , (I11.65)

donde el cambio de escala depende del orden fraccionario p y esta dado por la Ec.
(I11.61). Si la funcién wp(zp) es de banda limitada entonces se verifica que %;(§) = 0
para || > &,, > 0 y de acuerdo con el teorema de Nyquist, la condicién de muestreo
para la senal en el espacio xo dependerd del orden fraccionario p de la forma

1 _ Muleeng| (I11.66)

bxo <
e 26 2%,

Si bien en este método puede utilizarse el algoritmo de la transformada rapida de
Fourier (FFT) [39], que reduce el nimero de multiplicaciones necesarias para hallar
la transformada de Fourier en la Ec.(I11.63) de O (N?) a O (Nlog N) donde N es
el nimero de elementos de la muestra de le senal, presenta la desventaja que debe
hacerse uso de algiin algoritmo externo de interpolacién a fin de corregir el error de

escala dado por la Ec. (II1.61).
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Capitulo IV

La representacion (x,p) y sus

aplicaciones.

IV.1 Introduccion

Las representaciones espacio-fase scn frecuentemente la forma maés sencilla y
préactica de describir ciertos fenémenos relacionados con el procesamiento de seniales.
Muchos de estos formalismos han demostrado ser herramientas ttiles para estudiar
diversos problemas en la éptica, como por ejemplo: compresiéon de imagenes, proce-
samiento de senales y analisis de sistemas pticos.

En la éptica geométrica la representacién espacio-fase yw considera a la luz
como un haz de rayos. A cada rayo se le asignan dos parametros: su localizacién y
su direccién. De esta manera, los dos pardmetros son representados mediante una
coordenada en el plano yw como lo ilustra la Figura IV.1. Esta formalismo, que no
incluye los efectos difractivos, puede representar la propagaciéon de cada rayo a lo
largo de un sistema 6ptico mediante una simple curva en el plano yw.

Otra clase de representacién espacio-fase es la WDF, abordada con detalle
en el Capitulo II. Esta funcién representa en forma simultdnea las propiedades es-
paciales y espectrales (frecuencias espaciales en el caso especial de la dptica) de una
senal, teniendo en cuenta los fenémenos difractivos. Sin embargo, existen ocasiones,
en las que no es conveniente utilizar la WDF¥ debido a que no esta linealmente rela-

cionada con la sefial. Otra desventaja del formalismo de la WDF es que existe una
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Figura IV.1: Esquema que ilustra la representacién yw de un rayo de luz en la 6ptica geométrica.

indeterminacién, dada por un factor de fase en la transformacién inversa.

Mas alld de la duplicacién del dominio y de las desventajas que esto supone,
los formalismos yw y WDF tienen interesantes propiedades que son adecuadas para
el analisis y el diseno de sistemas 6pticos. Como ejemplo de ellas puede mencionarse
que los operadores épticos elementales, como la propagacién en el espacio libre y la
magnificacién por medio de lentes delgadas, se expresan como simples cambios de
coordenadas en estas representaciones.

En la segunda seccién de este capitulo se discutiran dos nuevas representa-
ciones basadas en la FRFT: la (x,p) y la (r,p), propuestas por Mendlovic et al. [40],
y se analizard su relacién con la transformacién de Radon-Wigner. En la tercera
seccién se presentard una implementacién éptica sencilla de la representacién de
Radon-Wigner de una senal basada en el formalismo de la transformada de Fourier
fraccionaria [41]. Finalmente, en la cuarta seccién se desarrollaran aplicaciones de
estos nuevos formalismos al andlisis de pardmetros de calidad de sistemas 6pticos

formadores de imagen {42, 43].
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IV.2 Representaciones espacio-fase basadas en la

FRFT

IV.2.1 La representacién (x,p)

La representacién (x,p) es una presentacién conjunta de las transformadas
de Fourier fraccionarias de una sefial para diferentes 6rdenes p. Para senales unidi-
mensionales este esquema consta de dos ejes cartesianos ortogonales como se ilustra
en la Figura IV.2(a). El eje vertical es el de la distribucién de campo escalar u,(z)
correspondiente a la FRFT de orden p de la funcién original ug(z). El eje horizontal
corresponde a los diferentes 6rdenes p. En forma mds compacta la representacién

(x.p) puede escribirse como:

F(z,p) = uy(z). (IV.1)

En este tipo de esquema la magnitud a reprssentar en funcién del orden p puede ser

la amplitud del campo, su intensidad o bien su parte real o imaginaria.

(a) X A (b) A u,(r)
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Figura IV.2: Esquema de la representacién: (a) (x,p); (b) (r,p).

En la Figura IV.3 se muestran las simulaciones numéricas de las representa-
ciones (x,p) de una funcién gaussiana, una coble rendija y una red de Ronchi. Estas

simulaciones fueron realizadas mediante un programa desarrollado en C que calcula
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las FRFT utilizando el método de expansién en polimomios de Hermite-Gauss des-
crito en el Capitulo II. En la Figura IV.3(a), la funcién original es una gaussiana
de ecuacién exp [—(z — a)/20?], donde a = 256.5 pixels y 0 = 114 pixels. En el
caso de la Figura IV.3(b), cada rendija tiene un ancho de 8 pixels y la distancia de
separaciéon entre ambas rendijas es de 35 pixels. Finalmente la red de Ronchi uti-
lizada para generar la Figura IV.3(c) tiene un periodo de 32 pixels y la relacién zona
clara/oscura es igual a la unidad. En los tres casos las funciones unidimensionales
utilizadas fueron muestreadas en un dominio de 512 pixels y la magnitud represen-
tada en estas gréficas para valores de p entr2 0 y 1 es la amplitud del campo escalar
complejo.

Una observacién importante es que la funcién F'(z, p) ilustra la distribucién
de luz en una propagacién dentro de un medio GRIN parabélico. En la Figura IV.3(c)
puede observarse el efecto Talbot o de autoimigenes que se produce a medida que
el campo se propaga en el medio GRIN (aumento del orden p). En dicha figura
puede notarse que el frente de onda reproduce estructuras periédicas con periodo
menor a medida que el campo se propaga produciéndose una inversiéon de contraste

(autoimégenes positivas y negativas) en forma alternada.

IV.2.2 La representacién (r,p)

Otra forma de representar en formra conjunta las diferentes FRFT de una
misma sehal unidimensional es la que se ilustra en la Figura IV.2(b). En esta repre-
sentacién, llamada (r,p), las transformadas de Fourier fraccionarias son graficadas en
forma polar donde el 4ngulo de cada una estd relacionado con su orden fraccionario
mediante la ecuacién ¢ = pr/2. El conten do de informacién en esta nueva repre-
sentacién es el mismo que en la anterior, lo Gnico que varia es la manera de visualizar

los datos. Implicitamente esta representaciéa puede escribirse como
P(r,p) = uy(1). (1v.2)

Es importante mencionar que, como puede observarse en la Ec. (IV.2), r puede tomar

valores negativos.
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(c) o

Figura IV.3: Representaciones (x,p) que muestran el médulo del campo escalar complejo para valores
de p entre 0 y 1 de las siguientes sefiales unidimensionales: (a) funcién gaussiana, (b) doble rendija
y (c) red de Ronchi.
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Sin embargo, esto no genera una contradiceidn con la definicién de coordenada polar

puesto que los operadores que definen a la FRFT verifican:
Up(—T) = tpya(r). (IV.3)

De acuerdo a la definicién de esta representacién el valor » = 0 no contiene informacién
relevante y debe ser desechado. Como en todo diagrama polar la resolucion espacial
en las regiones para r pequefios debe ser muy alta para lograr codificar la informacién.
Esto provoca que en la practica exista un limite inferior 7mi» por debajo del cual la
informacién no se pueda almacenar, lo que significa una desventaja de este tipo de

representacion.

IV.2.3 Relacion entre la FRFT y la transformacion de Radén-
Wigner

A la aplicacién conjunta de las trarsformaciones de Radon (R) y de Wigner
a una sefal se la conoce como transformacién de Radon-Wigner (RWT). Esta es am-
pliamente utilizada en el procesamiento de senales, especialmente en el de senales
tomograficas [44, 45, 46]. La relacién que existe entre la RWT y la FRFT fue de-
mostrada por Lohmann y Soffer en 1994 [47|.

La transformacién de Radon puede ser resumida en dos pasos: una rotacién

seguida de una proyeccion, esto es

vo(z,y) — v (rcos¢p —ysend. ycosg+ zseng) =v(z',y), (IV.4)
v(e,y) — /’U (', y)dy' =V (2;¢). (IV.5)

La aplicacién de la transformacién de Radon a la WDF de una senal conforma la

transformacién RWT que puede expresarse como:

U0($) —> W()(.'L',l/), (IVGa)
Wo(z,v) — R[Wy ¢l =V (2;9), (IV.6b)

o bien en forma implicita

ug(z) = RWT [uo (z)] =V (¢';9) . (IV.7)
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Por lo tanto la RWT consiste en la rotacién y proyeccién de la WDF de la senal. Un
procedimiento alternativo para obtener V' (z'; ¢) a partir de la sehal ug (z) es: primero
hallar la FRFT de orden p asociado al dngulo ¢ = pm/2, y luego realizar el médulo

cuadrado de la senal obtenida en el primer paso,
up(z) — up(2') = FRFT[u);  p=2¢/m, (IV.8a)
up(z') = |up(@)* =V (2';9). (IV.8b)

La equivalencia entre las Ecs. (IV.7) y (IV.8b) permite obtener la relacién entre la

RWT y la FRFT, la que puede expresarse de la siguiente manera:
RWT [ug] = |u,|*;  p=2¢/m. (IV.9)

La demostracién de la Ec. (IV.9) est4 basada en los siguientes conceptos: el primero
es que segun la definicién indirecta de la FRIFT dada en el Capitulo II, esta operacién
estd asociada a la rotacién de la WDF de la sefial en un dngulo ¢ = pr/2, el segundo es
que el médulo cuadrado de una senal puede cbternerse, como lo indica la Ec. (I1.15a),
realizando una proyeccién de su WDF. Los conceptos de rotacién de la WDF de la
senal y su posterior proyeccién, que estan involucrados en la RWT, son reemplazados
por el médulo cuadrado de la FRFT con el mismo resultado. Una prueba formal de
la Ec. (IV.9) puede ser encontrada en la Rei. [47].

De la estrecha relacion existente ent-e la FRFT y la RWT puede demostrarse,
utilizando la Ec. (IV.9), que la representacion (x,p) de la senal, cuando la magnitud
esquematizada es la intensidad, es equivalente a tener una representacién continua y
simultdnea de las RWT de la senal para todcs los posibles angulos de proyeccion ¢ en
un intervalo determinado. A esta disposicién de las RWT se la conoce con el nombre

de representacién de Radon-Wigner de la sefial [48].

IV.3 Implementacion 6ptica de la representacion

de Radon-Wigner

Como fue analizado en el Capitulc III es posible generar la FRFT de una

senal bidimensional mediante la propagaciéa de un frente de onda esférico como lo
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muestran las Figuras II1.2(b) y II1.2(c). Si solo es relevante la intensidad de la FRFT
la simple difraccién en el espacio libre de un frente de onda esférico de radio de
curvatura R formard todas las FRFT de la transparencia objeto con distintas mag-
nificaciones. Estas FRFT para 6rdenes fraccionarios en el intervalo [0,1] estaran local-
izadas en forma continua en diferentes planos distribuidos axialmente entre el plano
de entrada y el punto de convergencia del frente de onda S (ver Figura II1.2(c)).
Las siguientes ecuaciones permiten calcular la distancia entre la transparencia ob-
jeto y el plano que contiene a la FRFT de orden p, y la magnificacién de la FRFT

respectivamente

t
- _fitens (IV.10)
1+-§-tan¢

M — 1+ tan¢tan (¢/2)
P 1+*§i—tan¢> .

(IV.11)

donde ¢ = pn/2 y f1 es un factor de escala. El hecho de poder obtener en forma
continua las FRFT de una senal habilita la posibilidad de disenar un procesador
Optico para obtener la representacion de Radon-Wigner de la senal unidimensional,
que no es méas que la presentacién del médulo cuadrado de varias FRFT en forma
simultanea.

Consideremos el arreglo éptico ilustrado en la Figura IV.4 donde la senal
colocada en el plano de entrada es t(zp). La naturaleza unidimensional de t(z) nos
permite trabajar con un frente de onda cilindrico de curvatura R en lugar del esférico
necesario para senales bidimensionales. Asimismo, debido a que las FRF'T no pre-
sentan variaciones a lo largo del eje vertical (direccién y), podemos seleccionar solo
una banda horizontal de ancho infinitesimal, asociada a algin valor de la coordenada
y, para utilizarla como canal fraccionario. De esta manera, si a cada orden frac-
cionario se le asigna una banda con valor de coordenada y diferente, puede accederse
a una sola FRFT en forma independiente d= las demés. El elemento éptico L en la
Figura IV.4 debe ser disenado de tal manera que pueda formar imagen de los difer-
entes canales fraccionarios distribuidos axialmente, con la magnificacién adecuada y
simultidneamente en el mismo plano. Esto determina que la distancia focal de la lente

L debe ser diferente para cada orden fraccionario p.
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Figura IV.4: Arreglo éptico para obtener la representacién de Radon-Wigner de una funcién unidi-
mensional. La lente Lo provee el frente de onda ciliadrico que converge a una linea que corta al eje
6ptico en S. La propagacién en el espacio libre genera las FRFT localizadas a las distancias R de la
transparencia de entrada. Todas las FRFT forman imagen simultdneamente en el plano de salida

por efecto de la lente varifocal L.

El arreglo éptico de la Figura IV.4 aprovecha la naturaleza unidimensional
de la senal para asignar diferentes canales a los 6rdenes fraccionarios con el objeto
de separar la informacién. Para que ésto sea posible, la distancia focal de la lente L
debe variar con la coordenada ¥y’ de la misma forma en que ésta lo hace con el orden
fraccionario p. Para cada valor de p (coordenada y') la lente L debe formar imagen
de cada plano objeto localizado a una distancia a, antes de ella en un plano imagen
fijo de salida a una distancia a detras de ella. Para obtener este resultado la variacién
de la distancia focal con p debe verificar

a,Q
fp) = ;ﬁ, (IV.12)

donde de hizo uso de la ecuacién Gaussiane. de las lentes. Teniendo en cuenta que,
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como puede observarse en la Figura IV.4,
ay =1~ 27, (IV.13)
y utilizando la Ec. (IV.10), la Ec. (IV.12) puede ser escrita como

_ al— fatan(pr/2) (1- &)
Ie) = a+1— frtan(pr/2) (1- £ — &) (V14

Debido a que la distancia focal f es funcién del orden fraccionario p, la lente L
producird una magnificacién también variable con p. La magnificacion dada por el

sistema Optico para cada orden fraccionario p es

a

Mp(p) = —— (IV.15a)

ap

a
= ! IV.15b
7 (IV.15b)

Utilizando la Ec. (IV.10), se obtiene
a |1+ L tan (pr/2

M(p) = — 1+ i tan (m/2) (IV.16)

! [1 + tan (p7/2) (% - %)]

Sin embargo, la magnificacién prov:sta por el sistema 6ptico L debe corregir
el error intrinseco en la magnificacién producido por el método de obtencién de la
FRFT mediante la difraccién de la onda cilindrica. Para lograr que en el plano de
salida las FRFT tengan la escala correcta para todo p, la magnificacién del sisteme.

optico debe ser

M, = —— (IV.17)

donde M, es la magnificacién con el error intrinseco. Utilizando la Ec. (IV.11) la

ecuacién anterior se puede escribir

B 1+ % tan (pm/2)
1 + tan (p7/2) tan (pr/4)

M, = (IV.18)

Comparando las Ecs. (IV.16) y (IV.18) se puede notar que la dependencia

funcional de ambas con el orden fraccionario p es diferente, consecuentemente, no es
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posible encontrar una solucién, para los pardmetros geométricos del arreglo dptico,
que resulte valida para todos los valores de » en forma simulténea.

Para obtener una solucién aproximrada al problema puede seleccionarse un
conjunto de parametros, en este caso R, [, y a, de modo de encontrar aquellos que
hagan minima la diferencia entre las funciones My y M) para valores de p en el
intervalo [0,1]. Una forma de hallar los valores de tales pardmetros es utilizar el

método de cuadrados minimos. Para esto se define la funcién de mérito

J({,a,7) = /01 (—ML—A;;J%:)ZI) (IV.19a)
- g<1—%> 4-%515 (l2+f12+l;—f212) +
+21L— <2f1—2l— %—%—{-%), (IV.19b)
que al ser minimizada da como resultado las siguientes condiciones de vinculo
o = 1 (% 3 g) , (IV.20a)
H = l—%f—l (IV.20Db)

En la Figura IV.5 se ilustran las graficas de M y M} para un conjunto particular de
pardmetros que verifican las Ecs. (IV.20). Puede observarse que la diferencia relativa
media es aproximadamente del 10%. Frecueatemente, la zona de mayor interés en la
representacién de Radon-Wigner es la regién intermedia entre los extremos dados por
la misma senal (p = 0) y por su transformada de Fourier (p = 1). En este caso los
limites de integracién en la Ec. (IV.19a) pueden elegirse para tener en cuenta sélo
esta regién. A medida que se reduce el intervalo en el que se minimiza la funcién de
mérito J se mejora la aproximacién realizada.

En la Figura IV.6 se muestra la variacién de la distancia focal y la potencia
6ptica de la lente L con p expresada por la Ec. (IV.14) bajo las condiciones restrictivas
de las Ecs. (IV.20) para los siguientes valores de los parametros geométricos del
procesador: z = 426 mm, | = 646 mm y a = 831 mm. Como se observa en la grafica,
para esta combinacién de pardmetros, la potencia éptica es aproximadamente lineal

excepto para valores cercanos a p = 1. Esta linealidad es una caracteristica de las
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Magnificacion

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura IV.5: Magnificacién producida por la lente L para valores z = 426 mm, ! = 646 mm, y

a = 831 mm. M|, (solucién aproximada) en curva llena y Mj (solucién exacta) en curva punteada.

lentes de adicién progresiva oftdlmicas, en las cuales existe una transicién continua
lineal entre dos potencias opticas que corresponden a las llamadas zonas cercana y
lejana. En sistema éptico de la Figura IV .4 la lente L es una lente esférica progresiva
de +2.75 D de potencia dptica y +3 D de adicién.

La Figura IV.7 muestra la comparacién entre simulaciones numeéricas y re-
sultados experimentales obtenidos para una red de Ronchi como transparencia objeto.
Las Figuras IV.7(a) y IV.7(b) ilustran simulaciones numéricas de la representacién
de Radon-Wigner calculadas exactamente y con la aproximacién dada por las Ecs.
(IV.20), respectivamente. El resultado experimental se muestra en la Figura IV.7(c).
En estas figuras pueden observarse las pequenas diferencias en la magnificacién para
los valores extremos de p.

Como una demostracion de la utilidad del procesador propuesto en técnicas
que utilicen la RWT se ha estudiado su aplicaciéon a la deteccidon de un senal que

tiene una modulacién lineal en su frecuencia espacial conocida como ”chirp”. Este
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Figura IV.6: Distancia focal (curva llena) y potenc:a éptica (curva punteada) de la lente varifocal

ideal L para los valores 2 = 426 mm, ! = 646 mm y ¢ = 831 mm.

tipo de senal genera un pico de energia en la representacion de Radon-Wigner que
le es caracteristico. La coordenada p de ese mdximo en el dominio espacio-fase estd
directamente relacionada al rango de variacién de la frecuencia de la senal. Debido
a que el error de escala introducido por el procesador afecta solo a la coordenada x
de la representacién de Radon-Wigner, el rango de variacién de la frecuencia puede
ser obtenido sin errores. Para probar esta posibilidad de deteccién, se ha elegido
como transparencia de entrada una red binaria con una frecuencia incremental lineal.
En la Figura IV.8 se ilustra el resultado experimental obtenido en el plano de salida
del procesador junto a la simulaciéon numér.ca con la cual se obtuvo la localizacién
del pico en p = 0.45. La Figura IV.9 muestra tres diferentes perfiles (p constante)
para los casos experimental y numérico de la figura anterior. En particular, se nota
con claridad en la Figura IV.9(b) el pico detectado para ambos casos. A efectos de
realizar una comparacién cuantitativa entre los picos de deteccién se utilizaron dos

pardmetros de mérito convencionales, la razon entre la energia del pico y la energia
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(2)

X [mm)]

(b)

X [mm]

(c)

Figura IV.7: Representacién de Radon-Wigner de una red de Ronchi de 3 lineas/mm: (a) simulacién

numérica exacta, (b) simulacién numérica con la aproximacién propuesta, (c) resultado experimental.
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total de la senal (PTE), y la razén entre el valor del pico principal y el valor del pico
secundario més importante del perfil de detezcién (PSLR). Los valores obtenidos son:
para el caso tedrico PTE=7% y PSLR=9, para el caso experimental PTE=2% y
PSLR=3.

Para completar el estudio del comportamiento del procesador fueron obte-
nidas en forma experimental las representa-iones (x,p) de la intensidad del campo
luminoso para varias funciones de prueba. En la Figura IV.10 se ilustran las co-
rrespondientes a una rendija, a una doble rendija y a una red de Ronchi con una

frecuencia espacial de 7 lineas/mm.
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Figura IV.8: Representaciones de Radon-Wigner de una red binaria con frecuencia espacial in-
cremental lineal (chirp): (a) simulacién numérica con la aproximacién propuesta, (b) resultado

experimental.
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Figura IV.9: Perfiles verticales (p constante) obtenidos de la Figura IV.8 para valores del orden
fraccionario: (a) p = 0.2, (b) p = 0.45, y (c) p = 0.5. Las gréficas de la izquierda corresponden
a la simulacién numérica (Fig. 1V.8(a)), mientras que las de la derecha corresponden a los datos

experimentales (Fig. IV.8(b)).
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Figura IV.10: Resultados experimentales de la representacién (x,p) de la intensidad o representacion
de Radon-Wigner de: (a) rendija de 2.2 mm, (b) doble rendija de 0.23 mm con una separacién de
1.05 mm, y (c) red de Ronchi de 7 lineas/mm.
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IV.4 Aplicaciones del formalismo de la FRFT al
analisis de calidad de sistemas 6pticos

El problema principal que afecta la calidad de los sistemas 6pticos for-
madores de imagen es el de las aberraciones. Estas se describen matematicamente
por medio de la funcién aberracién ® que representa la diferencia de camino éptico
entre el frente de onda con aberracién y una onda esférica perfecta. La teoria de abe-
rraciones puede ser tratada en el marco de la dptica geométrica o en el de la teoria
de la difraccién [32].

Existen varios criterios para especficar la tolerancia de un sistema dptico
a las aberraciones y/o a errores de enfoque. El primer criterio fue enunciado por
Rayleigh, tomando su nombre. De acuerdo a este criterio la calidad de una imagen
es aceptable siempre que el maximo apartaraiento del frente de onda respecto de un
frente de onda esférico sea menor que un cuarto de la longitud de onda de la luz

incidente, es decir

1] < 2- (IV.21)

Este criterio es una primera aproximacion al estado ideal de un sistema Sptico debido a
que la distribucién luminosa en una imagen no solo depende de la maxima deformacién
del frente de onda sino también de la forma de éste (tipo de aberracién).

Una magnitud que refleja la calidad de una imagen es la razén de Strehl
(SR). Esta se define como el cociente entre la intensidad en el foco de la imagen
aberrada, I, y de la imagen libre de aberrac.ones, Iy

r
4

S (IV.22)

Utilizando el criterio de la razén de Strehl para el caso especial de la aberracién

esférica, la condicién IV.21 puede ser escrita como

$>08. (IV.23)

Cuando la condicién IV.21 se aplica a aberraciones de diferente tipo se ob-

tienen distintos valores para la razén de Strehl, por lo que resulta mas apropiado
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formular un criterio de tolerancia que tenga en cuenta la intensidad en el foco de
difraccién. El criterio formulado por Marechal utiliza la relacién existente entre la
intensidad en el centro de la esfera de referencia y la varianza del frente de onda
respecto de la misma [32]. De acuerdo con este criterio puede decirse que un sistema
Optico estéd corregido cuando el valor de la razén de Strehl verifica la condicién 1V.23.

Otro criterio de calidad de los sistemas formadores de imédgenes puede ob-
tenerse a partir de la funcién de transferencia éptica (OTF). Esta resulta til para
clarificar resultados que son dificiles de juzgar a partir de distribuciones de intensidad.
Este criterio fue utilizado por Hopkins [49] para evaluar el grado de desenfoque pro-

ducido por pupilas binarias.

IV.4.1 Relacion entre el formalismo de la FRFT y los crite-

rios de calidad en sistemas Spticos

La Figura IV.11 muestra una onda plana incidente de amplitud unidad que

ilumina un sistema éptico formador de imagenes representado por la lente L. En los

L P
7z=0 R
z
|
< f >
plano (§,n) plano (x,y)

Figura IV.11: Esquema simplificado de un sistema éptico formador de imagenes. Los diversos

componentes 6pticos son representados por la lente L, y donde P es la pupila de salida del sistema.

alrededores del plano imagen, localizado en z = 0, la distribucién de amplitud del
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campo escalar puede ser escrita como

uwiz) = [~ T(€)exp [ G —:v)?] de. (1V.24)
T (§) = to(€) exp <_;\£f 2) : (IV.25)

donde to(€) representa la versidén unidimensional de la pupila del sistema P, A es la
longitud de onda de la luz incidente y f es la distancia focal de la lente L. Utilizando
las propiedades de la WDF para el pasaje del campo a través de una lente y su
propagacién en el espacio libre, dadas por las Ecs. (I1.21) y (I1.25) analizadas en
el Capitulo II, las Ecs. (IV.24) y (IV.25) pueden expresarse en término de la WDF

Wu(z,v;z) = Wr [:1: - (fsz)u, I/} , (IV.26)
WT ((L‘, I/) = Wt( (113, v+ .’17) 5 (IV27)

donde = y v son coordenadas conjugadas. De la combinacién de las ecuaciones ante-

riores se obtiene

Wy(z,v; z) = Wy, [a: _ U -}— 2 v, T — %u] . (IV.28)

De acuerdo con la Ec. (IV.28) y utilizando la propiedad (II.15a) la intensidad en el

eje éptico del sistema de la Figura IV.11 en funcién de z estd dada por
I(zx=0;2) = / W, (0, v; z)dv

o0 (f +2) 2
_ /_th0 [— : u,——fu] dv. (IV.29)

Para el caso especial de z = 0, la intensidad puede expresarse como

Ih = I(z=0;2=0)
= / " Wy (~v,0)dv, (IV.30)

y la razén de Strehl (SR) en funcién del desenfoque puede ser escrita como

S(z) = I(z=0;2)/1c
= 1/°° W, [--(f”)u,—fu] dv (IV.31)

Ip J-co
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Realizando el cambio de variables

o

C=—=v, (IV.32)
la SR como funcién del desenfoque z toma la forma
S(z) = L [ e, [(f 12) g,g} dC. (IV.33)
Iz /- z

De esta manera la SR como funcién de z puede ser analizada en forma polar en el
dominio bidimensional de la WDF. As{ la SR puede obtenerse como una suma a lo
largo de la proyeccién de la WDF sobre rectas que pasan por el origen de coordenadas
y con pendiente dada por: tan§ = (f + z) /z [20].

Las propiedades del sistema 6ptico formador de imagenes puede ser alterna-
tivamente descrito mediante el formalismo de la FRFT. De la definicién de la FRFT
basada en la funcién de distribucién de Wigner, presentada en el Capitulo II, sabe-
mos que si ¢, representa la FREFT de orden p de la funcién pupila to, entonces sus
WDF estan relacionadas mediante una rotacién de los ejes coordenados un angulo

¢ = pr/2. En ecuaciones:

W, (z,v) = Wy (zcos¢ —vseng,zsend + vcosg). (IV.34)

Aplicando nuevamente la propiedad expresada por la Ec. (II.15a), que permite hallar

la intensidad de una senal a partir de su WDF, a la funcién t,(z) se obtiene

LE@P = [~ W@,
= /oo Wi, (x cos p — vsen ¢, zsen ¢ + v cos ¢) dv. (IV.35)

La Ec. (IV.35) expresa la intensidad de las FRFT unidimensionales de la funcién
pupila de salida del sistema éptico. Esta ecuacién puede considerarse como la repre-
sentacién (x,p) o de Radon-Wigner de la funcién pupila del sistema.

Si sélo tomamos los valores de la representacién de Radon-Wigner para

z =0, la Ec. (IV.35) se puede escribir

It,(0)|* = /o:o Wy, (—1vsen ¢, v cos ¢) dv. (IV.36)
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Normalizando en forma adecuada |t,(0), la analogia entre las Ec. (IV.31) y (IV.36)

es completa siempre que se verifiquen las siguientes condiciones

sen¢ = —(f—;i)—, (IV.37a)
cos¢p = i, (IV.37b)

f

De estas dos tltimas ecuaciones se obtiene la condicién

P= - arctan (—f + Z) , (IV.38)

™ z

con la que se garantiza la siguiente igualdad
4O = £ (). (IV.39)

Se puede concluir entonces que los valores de la razén de Strehl de un sistema 6ptico
con una pupila de salida to(£), para diferentes valores de desenfoque, se encuentran a
lo largo del eje horizontal de la representacién. de Radon-Wigner de ¢4(£). En la Figura
IV.12 se ilustran diferentes valores del orden fraccionario p que son equivalentes al
desenfoque 2. Los valores extremos son p = 1 que corresponde a la situacién en foco
(z =0), y p = 0 que representa un caso extremo de desenfoque (z = —f).

El conocimiento de la SR es 1itil para analizar el comportamiento y las ca-
racteristicas de enfoque de un sistema éptico. Para evaluar la calidad de imagen en
si misma es mas conveniente utilizar la funcién de transferencia éptica (OTF) del
sistema. La informacién contenida en la OT¥ también puede ser obtenida a partir de
la representacién de Radon-Wigner de la funcién pupila de salida del sistema ptico.
Para ésto sélo es necesario realizar una transformada de Fourier unidimensional ordi-
naria a la funcién [t,(z)|* a lo largo del eje :t. Haciendo uso de la expresién integral

del operador FRFT unidimensional dado por la Ec. (II.50) se obtiene

Fe {]t,,(x)]Q} = /_o; dz’ exp (— 27?;'%[) X
/:: dét, (&) exp (Xﬁ%we) X

; 2
X exp | —= e '€
v ).f1sen ¢

X

(IV.40)

)
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Figura IV.12: Distancia de desenfoque z en funcién del orden fraccionario p dada por la ecuacién
z -1

7 1+tan(pm/2) "

donde f es la distancia focal del transformador de Fourier ordinario. La Ec. (IV.40)

puede ser escrita como

F{lb@P?} = [ det (5+f‘“e“‘f’)t0('————fl"’;fe“"s)eXp (_2Wic§;¢x§')

0 <f1$;6n¢’$(;0;¢>’ (IV.41)

donde A;, (1, y) es la funcién ambigiiedad (AF), la cual es una representacién espacio-

fase de la sefial £4(£). La AF de la funcién pupila generalizada del sistema Sptico puede
interpretarse como un diagrama polar de las diferentes OTF asociadas al sistema
donde la variable es el desenfoque [50]. Si se denota como H (v) a la OTF, la relacién

entre ésta y la AF estd dada por

2wyov
H (v;we) = A (1/‘ = /\12)3 ) ; (IV.42)
0

siendo wyg el coeficiente de desenfoque del frente de onda y vy la frecuencia espacial

de corte de la pupila de salida. Haciendo uso del resultado (IV.42) la Ec. (IV.41)
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puede escribirse en la forma

Fa {'tp(x)|2} =H (V; Wao = %W) . (IV.43)

La Ec. (IV.43) puede obtenerse realizando la transformada de Fourier a lo largo del
eje x de la representacién de Radon-Wigner de la pupila de salida del sistema éptico
to(§). De esta manera, para un dado valor del orden fraccionario p, la proyeccién a
lo largo del eje vertical de la representacién de Radon-Wigner coincide con una OTF
desenfocada del sistema 6ptico.

A efecto de ilustrar las relaciones obtenidas en las Ec. (IV.39) y (IV.43), se
ha estudiado, en forma comparativa, la tolerancia al desenfoque de la apertura finita
transparente con una obscuracién central dada por

to(€) = rect (§> ~ rect (%) R (IV.44)

a

Los tres casos que se han considerado son: (i) una apertura uniforme con b = 0;
(1) una apertura anular con b = 0.52a; (iii) una apertura anular con b = 0.80a.
En la Figura IV.13 se muestran las representaciones de Radon-Wigner calculadas
numéricamente ((a) y (c)) y obtenidas experimentalmente mediante el arreglo éptico
esquematizado en la Figura IV.4 ((b) y (d)), para los casos (i) y (ii). De acuerdo con
las Ecs. (IV.38) y (IV.39), la proyeccién de las representaciones de Radon-Wigner a
lo largo del eje z = 0 expresa la variacién de la razén de Strehl para diferentes valores
de 2. En la Figura IV.14 se ilustran las curvas de la SR en funcién del desenfoque
para los tres casos de pupilas considerados, obtenidas de representaciones de Radon-
Wigner como las de la Figura IV.13. De estos resultados puede observarse, como era
de esperar, la mayor tolerancia al desenfoque de las aperturas anulares.

La Figura IV.15 muestra la transformada de Fourier unidimensional, tomada
respecto de la coordenada x, de las cuatro representaciones de Radon-Wigner que se
ilustran en la Figura IV.13. Del anélisis realizado para derivar la Ec. (IV.43), las
diferentes OTF desenfocadas estdn contenidas en proyecciones de la representacion
de Radon-Wigner a lo largo del eje vertical. Estas OTF desenfocadas son mostradas

en las Figuras IV.16 y IV.17, para las pupilas del caso (i) y (ii) respectivamente. En
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ambas figuras los valores de p ilustrados son: p = 0.5, p = 0.75 y p = 1, que se
corresponden a valores del coeficiente de desenfoque de: wag/A = 0.99, wq/A = 0.40
y wao/ X = 0 respectivamente. Tanto en la Figura IV.16 como en la IV.17 se aprecia,
como era de esperar, una atenuacién en las frecuencias espaciales més altas a medida

que aumenta el coeficiente de desenfoque.
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Figura IV.13: Representaciones de Radon-Wigner para la pupila #4(£): (a) Simulacién numérica
para el caso (i) con a = 2.5 mm y b = 0.0 mm; (b) resultado experimental correspondiente a (a);
(c) simulacién numérica para el caso (ii) con @ = 2.5 mm y b = 1.3 mm; (d) resultado experimental

correspondiente a (c).
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Figura IV.14: Razén de Strehl versus desenfoque para los tres casos de pupilas estudiados. (a) Datos

obtenidos mediante una simulacién numérica, (b) Datos experimentales.
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Figura IV.15: Transformadas de Fourier realizadas numéricamente de las representaciones de Radon-

Wigner mostradas en la Figura IV.13
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Figura IV.16: Funciones de transferencia éptica (OTF) obtenidas de diferentes proyecciones de las

distribuciones de intensidad ilustradas en la Figura [V.15a ((a), (¢) y (e)) y Figura IV.15b ((b), (d)

y (f)), para una apertura uniforme (caso(i}).
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Figura IV.17: Funciones de transferencia éptica (O'TF) obtenidas de diferentes proyecciones de las

distribuciones de intensidad ilustradas en la Figura [V.15¢ ((a), (¢) y (e)) y Figura IV.15d ((b), (d)

y (f)), para una pupila anular (caso(ii)).



Capitulo IV. La representacion (x,p) y sus aplicaciones. 82

IV.4.2 Estudio de la profundidad focal en apodizadores asi-

meétricos

La apodizacion es el proceso mediante el cual se suprimen los maximos se-
cundarios o también llamados 1ébulos laterales de un patrén de difraccién. Este
procedimiento es utilizado con e] objeto de incrementar el poder resolvente de los
sistemas Opticos formadores de imagen mediante el mejoramiento de la funcién de
punto extendido o a fin de aumentar la profundidad focal. El estudio y diseno de
apodizadores es un problema clésico de la dptica ondulatoria [51, 52]. Cuando la dis-
tribucién del campo en el plano de la apertura apodizadora es simétrica, la supresién
de los lobulos laterales es lograda a costa del ensanchamiento del pico central de
difraccién. Este es el caso de la llamada apodizacién simétrica.

La apodizacién asimétrica, propuesta por Cheng y Siu [53], consiste en uti-
lizar una apertura asimétrica de manera de suprimir los l6bulos laterales a un lado
del pico central a cambio de incrementarlos en el lado opuesto. Si como apertura
es utilizada una rendija unidimensional y uniforme de ancho a, la funcién de punto
extendido (PSF) resulta una funcién sinc. Para realizar la apodizacién asimétrica se
adjuntan a cada lado de la rendija dos bandas angostas de ancho b y de transmitancias

opuestas ¢ y —i. En la Figura IV.18 se muestra la funcién transmitancia resultante.

A -
— Amplitud
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Figura IV.18: Amplitud y fase de la pupila apodizada

Esta apertura produce una PSF también asiinétrica que puede dividirse en dos zonas.

En la zona positiva los l6bulos laterales son suprimidos siendo la PSF mucho mas
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plana que antes de la apodizacién. En cambio, en la zona negativa, la PSF resulta
deteriorada como contraparte del mejoramiento logrado en la zona positiva. Para el
caso de la apertura considerada existe una relacién entre los parametros a y b que
minimiza la intensidad de los 16bulos laterales en la zona positiva. Esta relacién es:
b =0.056a [54].

Como se ha analizado en la seccidn anterior la razén de Strehl es una he-
rramienta eficaz con la cual es posible caracterizar la calidad de los sistemas Spticos
formadores de imagen. En particular, el coriocimiento de este pardmetro en funcién
del desenfoque permite conocer la profundidad de foco del sistema. Sea t(£) la pupila

apodizadora unidimensional dada por
HO)={ 1 —sib<é<s—b (IV.45)

ilustrada en la Figura IV.18. Puede observarse que para condiciones de apodizacién
nula (b = 0) la pupila es una apertura rectangular uniforme, t(§) = rect (/a). La Ec.
(IV.39) relaciona la proyeccién de la representacién de Radon-Wigner de la pupila a

lo largo del eje horizontal = 0 con la razén de Strehl en funcién del desenfoque z,

2 ( 2+ z)
p = —arctan | — ]
™ z

slempre que se verifique

donde 2’ es la distancia, a lo largo del eje ¢ptico, entre el plano de la pupila ¢(§) y
el plano focal. De la ecuacién anterior, el intervalo de variacién de p necesario para
obtener la razén de Strehl para desenfoques entre z = —2' y 2z — oo es

3
0<p< -
_P_.2

En la Figura IV.19 se muestran las representaciones de Radon-Wigner para la pupila
t(€) con a = 10.5 mm para los casos: (i) apodizacién nula (b = 0) y (ii) apodizacién
méxima (b = 0.58 mm). La proyeccién de ambas representaciones a lo largo del eje
vertical p = 1 permite obtener las PSF del sistema. La Figura IV.20(a) ilustra las
PSF de la pupila t(§) para los dos casos considerados. Puede apreciarse en esta figura

la disminucién notable de uno de los Iébulo laterales de la PSF, en el caso de la pupila
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apodizada, a expensas del incremento en el otro. Por tltimo en la Figura IV.20(b)
puede observarse la SR en funcién del deseafoque en unidades de z’ para la pupila
t(£) obtenida a partir de los diagramas de la Figura IV.19 y mediante las Ec. (IV.38)
y (IV.39). De la Figura IV.20(b) se observa que si bien la SR de la pupila disminuye,

debido al proceso de apodizacion, su tolerancia a los desenfoques aumenta.
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Figura IV.19: Representaciones de Radon-Wigner correspondientes a: (a) pupila no apodizada (caso
(1): b=0), (b) pupila apodizada (caso (ii}: b= 0.58 mm).
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Figura IV.20: (a) PSF de la pupila t({) para ambos casos considerados. (b) Razén de Strehl versus

distancia de desenfoque para ambos casos considerados.
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Capitulo V

La correlacion optica fraccionaria

V.1 Introduccion

El producto de correlacion es una de las diversas operaciones matematicas
que pueden ser implementadas épticamente. Este producto es un caso especial de con-
volucidn y entre sus aplicaciones en éptica se puede mencionar al reconocimiento de
patrones como la més importante. La correlacién dptica se puede generar facilmente
gracias a la capacidad que tienen los sistemas épticos coherentes de realizar transfor-
maciones de Fourier. Los ejemplos mds importantes de correladores 6pticos son: la
configuracién 4-f de VanderLugt y el correlador de transformada conjunta [55, 56].
Debido a la caracteristica de invariancia translacional que tiene el producto de corre-
lacién, cuando el objeto se translada en el olano de entrada del correlador la senal
de correlacién simplemente hace lo mismo en el plano de salida sin que se produzcan
alteraciones en su forma. En muchos casos esta propiedad es necesaria, pero hay
situaciones en las cuales la posicién del objeto es una condicién adicional de codifi-
cacién, y la invariancia espacial puede ser una desventaja. Varios métodos han sido
propuestos a fin de evitar la invariancia espacial en la deteccién de patrones. Uno
de ellos utiliza como filtro hologramas de vclumen con la consiguiente ruptura de la
invariancia translacional [57]. Otros métodos usan haces de referencia codificados en
fase y patrones de difraccién de Fresnel [58, 59].

La correlacién fraccionaria es una generalizacion de la correlacién ordinaria

basada en el formalismo de la FRFT. En la primera definicién se la asocié a la
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correlacién ordinaria del producto de dos FRFT [11], en la segunda a la FRFT de
la multiplicacién de una FRFT con un filtro adaptado [60, 61]. Como se ha visto
en capitulos anteriores la FRFT cambia el -ontenido de informacién de la senal de
puramente espacial a puramente espectral ccnforme el orden fraccionario p varia de 0
a 1. Por lo tanto, filtros holograficos que almacenen informacién de la FRFT, en vez
de la transformada de Fourier ordinaria (p = 1), pueden ser usados para construir
correladores sensibles a los cambios de localizacion.

En la segunda seccién de este capitulo se definira la correlacién fraccionaria
y mencionaran algunas de sus propiedades. En la tercera seccién se describira el
funcionamiento de un correlador de VanderLugt fraccionario que utiliza un cristal fo-
torefractivo como medio de registro holografico [62]. Finalmente, en la cuarta seccién,
se discutird una generalizacién de la correlacién fraccionaria y se presentara un corre-
lador fraccionario, sensible a las translaciones, que puede ajustarse en forma flexible

para el reconocimiento de variaciones en la escala del objeto [63].

V.2 Definicién de la correlacion fraccionaria

El producto de correlacién ordinario entre las funciones ug(z) y vo(z) se

define como

Cl(z) = wup(z) ®wo(x)
— [muo($o)va($0 — x)dxy, (V.1)

o bien

Cl(z) = /_0:0 w1 (v)vy (V) exp (2mizy) dv
= F  {m()vi()}, (V.2)

donde u; (v) = F {ug(xo)} y v1(v) = F' {vo(20)}. De la definicién espectral dada por
la Ec. (V.2) puede verse que para obtener la correlacién de dos objetos, primero hay
que realizar la transformada de Fourier de ambos, luego tomar el complejo conjugado
de uno de ellos, multiplicar los resultados y finalmente realizar una transformada de

Fourier inversa.
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La correlacion ordinaria puede generalizarse utilizando el formalismo de la

FRFT. Para esto se debe reemplazar en la Ec. (V.2) a las transformadas de Fourier
ordinarias por las fraccionarias

u(v) — up(2') = FP {uo(zo)} (V.3a)

n(v) — wv(z') = F? {vo(zo)} . (V.3b)

La correlacién fraccionaria de orden p queda asi definida como

C?(z) = F! {u;,(a;’)v;(m')} : (V.4)
Esta definicién verifica el requerimiento bésico
sip=1, C?(x) — C'(z), (V.5)

con C'(z) dado por la Ec. (V.2). La tnica diferencia entre la correlacién fraccionaria
y la ordinaria se encuentra en que el primer paso de la obtencién esta basado en la
FRFT en vez de en la transformada de Fourier ordinaria. Como la FREFT contiene
informacién mixta espacial-espectral de la senal, la correlacion por ella definida exhibe
un comportamiento diferente al de su contraparte ordinaria, como por ejemplo la
ruptura de la invariancia translacional.

La obtencién de la correlacidon fraccionaria puede resumirse en las siguientes
etapas:

(1) Realizar la FRFT de las funciones ug(zo) y vo(zo)

(2) Hallar el complejo conjugado de la funcién v, (z’)

(3) Multiplicar los resultados de las etapas (1) y (2) (up(2')vy(z'))

(4) Realizar la transformada inversa de Fourier al resultado de la etapa (3)
La implementacién éptica de las cuatro etapas puede ser realizada mediante un arreglo
como el esquematizado en la Figura V.1. La primera parte del dispositivo es anédlogo
al de la Figura II.6 y permite obtener, en el plano del filtro, la FRFT de orden p
de la transparencia situada en el plano objeto. El filtro H es un filtro adaptado que

contiene almacenada la funcién

H(2') = vy (2). (V.6)
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Plano objeto Plano del filtro Plano de salida

X A AX' A X

|
e T
e E— )

¥
x

Figura V.1: Arreglo 6ptico para generar la correlacién fraccionaria

*

*(2') y posteriormente la se-

En el plano de éste se realiza la multiplicacién u,(z')v
gunda lente del sistema realiza la transformada de Fourier para obtener la correlacién

fraccionaria en el plano de salida.

V.3 Correlador dptico sensible a las translaciones

Como ha sido mencionado el correlador 6ptico de VandeLugt detecta simi-
laridades entre un objeto determinado y un objeto de referencia. Esta referencia es
almacenada como informacién puramente espectral en un filtro holografico. De esta
forma, el correlador resulta espacialmente invariante. Es posible generalizar el cor-
relador de VaderLugt para almacenar en el filtro holografico la FRFT del objeto de
referencia obteniendose un instrumento que simultaneamente detecte similaridades y
posiciones con diferente grado de sensibilidad.

En la Figura V.2 se ilustra el esquema del dispositivo experimental desarro-
llado. Este es un correlador de VandeLugt modificado que utiliza, como medio de re-
gistro holografico a tiempo real, un cristal de Bij3GeOqg (BGO) que tiene propiedades
fotorefractivas. La placa de material fotorefractivo H almacena el patrén de interfer-
encia producido entre el haz de referencia y la FRF'T del objeto O. Esta operacién es
realizada mediante la lente L;, como fue mencionado en la seccién anterior. Por sim-

plicidad se ha supuesto una transparencia objeto de referencia unidimensional ty(zg).
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La distribucién de intensidad registrada en el plano del filtro puede escribirse como

Iy(2') = |U(@',0) + F* {to(z0)}|’

T (! _7_'7er2
U (2',0) + exp ()\fltand)) X

y /00 ox imxs 2mix' o o
— Vexp [ —2222 =0
—o0 ® Afitang £ Afisen ¢ .

donde U"(z',0) es la amplitud de haz de referencia. El orden p de la FRFT de

|

2 , (V.7)

la funcién to(zo) puede seleccionarse de acuerdo con las relaciones fo = fi/sen¢ y
z = f1tan(¢/2), donde f, es la distancia focal de la lente L, , f es un pardmetro de
escala y ¢ = pr/2. Para p =1, la Ec. (V.7) se reduce al clésico filtro holografico de
VanderLugt.

Plano de
Ar' laser correlacion

Figura V.2: Arreglo experimental del correlador éptico fraccionario.

En una segunda etapa, el obturador S extingue el haz de referencia y la

transparencia a correlacionar ty(zo) es colocada en lugar de la referencia to(xo), de
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tal manera, que el cristal fotorefractivo solo es iluminado por t,(z') = F? {ty(xo)}.
Una segunda lente, de distancia focal f, realiza la transformada de Fourier ordinaria
de uno de los cuatro términos de la amplitud transmitida por el filtro H, la cual es
proporcional a la expresién dada por la Ec. (V.7). Asi, en el plano focal posterior de la
lente L, se obtiene, como senal de salida, la intensidad de la correlacién fraccionaria

dada por
I(z) = | [77 {t(20)} 7 {to(20)} Niasap)|" (V.8)

Se ha elegido un cristal fotorefractivo como medio de registro debido a su
capacidad para almacenar patrones de intensidad luminosa, como variaciones en su
indice de refraccién, sin necesidad de revelado quimico. Esto lo hace especialmente
apto para el registro en tiempo real y por ello son ampliamente utilizados en el
procesamiento 6ptico [64]. Un ejemplo de aplicacién de este tipo de cristales en
correladores épticos del tipo VandeLugt puede verse en la Ref. [65]). Los cristales del
tipo de las silenitas, como el BGO, combinan alta sensibilidad y respuestas rapidas
con la reversibilidad propia de este tipo de registros [66, 67].

Como fuente luminosa fue utilizado un haz de laser de argén de longitud de
onda A = 514 nmvéoi‘imado y expandido. Mediante el divisor de haz BS se obtuvieron
dos haces coherentes con un angulo entre ellos de § = 7.4°. Uno de ellos fue utilizado
como haz de referencia mientras que el otro fue usado para iluminar la transparencia
de referencia O. El filtro hologrifico fue sintetizado mediante la interferencia entre
el haz de referencia y la FRFT de orden p, la cual fue generada, por intermedio de
la lente L, de distancia focal fo = 570 mm, sobre el cristal fotorefractivo BGO. A
efecto de mejorar la eficiencia de difraccion en el cristal fue aplicada una tensién de
V = 8 kV entre las caras [110]. Al ser la separacién de ambas caras de t = 10 mm,
el campo eléctrico aplicado al cristal fue E, = 0.8 kV/mm. El cristal estd cortado
de manera que las direcciones cristalograficas <110>, <001> y <110> coinciden con
sus bordes y d es el espesor a lo largo de la direccién <110>. En los procesos de
registro (escritura) y lectura del filtro fue utilizada una intensidad efectiva del haz de
20 mW /em?.

Una vez finalizado el registro del filiro H el obturador S fue cerrado, bloque-
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ando el haz de referencia. Debido a que el objetivo de experimento fue el de estudiar
el efecto de la correlacién fraccionaria ante translaciones del objeto, \lg‘gi’“—ansparencia
de referencia, previos desplazamientos controlados, fue utilizada como transparecia
objeto, siendo iluminada con la misma longitud de onda. En el registro del filtro fue
utilizada una transparencia con un caricter ’S” de 2 mm de alto y 1.5 mm de ancho.
El patrén de franjas de interfer?ncia creadas por la superposicién de la FRFT y el
haz de referencia fueron grabad;s por un periodo de 3 minutos. Luego, el filtro fue
leido en forma secuencial por la FRFT del objeto a reconocer. Durante el proceso
de lectura el patrén objeto O fue transladado en forma perpendicular al eje éptico,
una longitud fija entre registros sucesivos, utilizando para esto un transladador lineal
comandado por una computadora. Las imagenes del plano de salida fueron adquiridas
mediante una camara CCD, digitalizadas con una placa de video que discrimina 256
niveles de intensidad, y almacenadas en una computadora.

A fin de demostrar la sensibilidad a las translaciones de la correlacién frac-
cionaria, se tomaron medidas de la correlacién entre el objeto de referencia y versiones
desplazadas de éste. Los desplazamientos fueron realizados manteniendo constante la
posicion del plano objeto y su perpendicularidad respecto del eje éptico. Sin embargo,
el haber utilizado como filtro un holograma de volumen, de por si provoca una ruptura
de la invariancia espacial en la correlacién [57]. Esto es asi porque los hologramas de
volumen experimentan limitaciones de posicionamiento producidas por la difraccion
de Bragg y debidas al ancho finito del medio de registro d. En otras palabras, si el
haz de lectura no coincide con el haz de escritura, aparece un desfasaje que reduce la
eficiencia de difraccién. Por lo tanto, en este caso en particular, el efecto contribuye
a disminuir la intensidad del pico de correlacién en adicién a la natural disminucién
provocada por el caricter fraccionario de la transformada de Fourier.

En las Figuras V.3 v V.4 se muestran los valores experimentales de la in-
tensidad del pico de correlacién para diferentes desplazamientos de la transparencia
objeto. Las Figuras V.3(a) y V.4(a) corresponden al caso de registro holografico en
un cristal de espesor d = 1 mm, mientras que para las Figuras V.3(b) y V.4(b) d = 3
mm. En cada grafico pueden observarse datos correspondientes al ajuste del cor-

relador para tres valores del orden fraccionario p. Los datos experimentales que se
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muestran en la Figura V.3, corresponden al desplazamiento de la transparencia objeto

a lo largo del eje zy. Debido a la invariancia translacional, propia de la transformada
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Figura V.3: Intensidad del pico de correlacién versus la distancia lateral de desplazamiento para un

cristal de registro de ancho: (a) d =1 mm, (b) d = 3 mm.

de Fourier ordinaria, los puntos para el caso p = 1 deberfan mantener un valor cons-

tante. Sin embargo, se observa un decrecimiento en la intensidad de la correlacién en

concordancia con el error de Bragg producico en el desplazamiento.
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La amplitud del coeficiente de difraccién decrece a medida que aumenta la distancia

de translacién como una funcién sinc. El ancho de ésta funcién es proporcional al
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Figura V.4: Intensidad del pico de correlacién versus la distancia de desplazamiento perpendicular

al plano oy — 2 para un cristal de registro de ancho: (a) d =1 mm, (b) d =3 mm.

cuadrado de la distancia focal de la lente empleada e inversamente proporcional al
desplazamiento y al ancho del cristal [66]. En el caso de la Figura V.3(b) se observa
una reduccién de la tolerancia al desplazamiento en comparacién con el caso de la

Figura V.3(a) para un mismo nivel de intensidad del pico de correlacién.
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Para los casos correspondientes a p = 0.9 y p = 0.8, puede notarse una disminucién
de la intensidad mds pronunciada. En esos casos aparece, sumado al error de Bragg,
el efecto de la inherente variancia translacional que tiene la correlacién fraccionaria.
Puede observarse que en la Figura V.3 los da%os correspondientes a un mismo valor de
p tienen el mismo comportamiento, sin embargo, existe un diferente factor de escala
global producto del cambio en el espesor del cristal.

En la Figura V.4 se muestra la intensidad correlacién normalizada para el
caso en que la transparencia objeto es desplazada en forma perpendicular al plano zy—
z. Tales translaciones no producen errores de Bragg debido a que las redes de indice de
refraccién almacenadas en el cristal tienen sis vectores de onda perpendiculares a la
direccién de los deplazamientos. La intensidad difractada es practicamente insensible
a los efectos producidos por el registro de un holograma de volumen, y la situacién
puede compararse a la que existiria en el caso de un holograma plano. En la Figura
V.5 se ilustra el cdlculo numérico de la correlacién fraccionaria de orden p = 1,

p=0.9 yp=0.8, en funcién del desplazamiento para un holograma plano (d = 0).
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Figura V.5: Calculo numérico de la intensidad del pico de correlacién en funcién del desplazamiento

del objeto para un filtro holografico plano (d = 0).

Aqui se puede observar claramente la invariancia translacional propia de la correlacién
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ordinaria (p = 1). Mientras que para p < 1, aparece una disminucién del valor del
pico de correlacién a medida que la distancia de corrimiento se incrementa. En la
Figura V.4 (a) y (b), los datos experimentales para los valores p = 0.9 y p = 0.8
son aceptablemente parecidos a los valores computados de la Figura V.5. En esta
figura puede verse claramente que la distribucién de datos experimentales no depende
del espesor del cristal sino solamente del orden fraccionario p. Por tltimo, puede
mencionarse que a causa de la naturaleza dindmica del almacenamiento en los cristales
fotorefractivos, la informacién registrada se degrada lentamente como resultado de la
difusién de cargas y del proceso de lectura. Estos efectos contribuyen a que el valor
de la intensidad del pico de correlacién decrezca suavemente para el valor p = 1 como

lo muestran los datos experimentales en la Figura V.4.

V.4 Generalizacion de la correlacion fraccionaria

La definicién de correlacién fraccionaria expresada en la Ec. (V.4), puede
generalizarse para el caso en que los érdenes de las FRFT involucradas no sean iguales.

Una expresién mas general para éste operador es

CPar(z) = FP{F* {uo(x0)} F" {vo(z0)}"}
= FP {uy(«')v(z')}. (V.9)

La Ec. (V.9) se convierte en la correlacién ordinaria en el caso en que p = —1y
g = r = 1. También puede notarse que esta nueva definicién incluye a la dada por la
Ec. (V.4) como un caso particular en el cual p= -1y g =r.

A efecto de derivar una expresién para la correlacién fraccionaria, se reem-
plazan los operadores de las FRFT en la Ec. (V.9) por su forma integral dada por la
Ec. (I1.50). Asi, se obtiene

. imz? o0 ) inTE )
CP%¥"(z) = exp (———)\fl — ¢1) /_o(' up(zp) exp <_/\f1 tafl ¢2) dzy X

o * 'L7I'.’E82 U
X Lw 'Uo(ilig) exp (—'m d.’BO X

y /00 twxa 1 + 1 1 o
ex —_— -
—00 P Af1 \tan¢g; tangy tangs
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2mixg x Zg xg

X — — — d V.1

°xp l: Af1 (sen:bl + sen ¢y  sen (i3 0y (V.10)
donde
T ™ ™

_ 7 — ¥ " V.11
¢1 p 2 ) ¢2 q 2 ) ¢3 r 2 ( )
Para el caso espectral puro p = —1, ¢ = r = 1, la Ec. (V.10) da como resultado

un agudo pico de correlacién siempre que uy(xo) = vo(zo + A), donde A representa
el desplazamiento entre las dos funciones a correlacionar. Para otros valores de los
érdenes fraccionarios, la Ec. (V.10) se vuelve sensible tanto a la forma como a la
localizacién de las funciones ug(zo) v vo(2). Un requerimiento que debe cumplir el
operador (V.10) es la condicién de similaridad, esto es, el tener el mismo objeto en
la misma posicién (ug(xo) = vo(xo)) debe maximizar el producto de correlacién para
cualquier valor de los érdenes fraccionarios. Para que esta condicién se satisfaga, el
término de fase cuadratico en la integral interior de la Ec. (V.10) debe ser nulo. Esta

situacién se cumple siempre que los érdenes fraccionarios satisfagan

1 N 1 B 1
tan (p%) tan (q%) tan (7’%)

quedando el operador correlacién fraccionaria expresado por

CP¥(z) = ex e //oo uo(z)vg (2g) X
P )‘fl tan (]51 -00 St
X exp /—;mbg > exp (— __i7r:z:82 ) X
\)\fltan¢2 )\fltand)g
x ) 25
) o 0 dzydzy. (V.13
. ()‘fl sen ¢y - AJisengy  Afisen ¢>3) Tolto- | )

La correlacién fraccionaria dada po: la Ec. (V.13) esta restringida a aquellos

=0, (V.12)

érdenes fraccionarios que satisfacen la Ec. (V.12). En el caso particular en el que
q = r, los tinicos valores posibles para el orcen restante son p = +1, y la Ec. (V.13)
se convierte en la correlacién fraccionaria cefinida por la Ec. (V.4). En este caso

particular, la Ec. (V.13) se puede escribir como

s G [ a5 (5§ — wsen d)

Ch(z) = exp[ Y,
1 )

2mi |
X exp (/\—7}: cos qﬁa:%) dxg, (V.14)
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donde ¢ = g7/2. Realizando el cambio de variables dado por

sen ¢

o
Ty=2 + 5 T,

la Ec. (V.14) puede expresarse de la siguiente forma

CAl,q,q(m) _ /oo o x/+@x s x,_sengbx exp @cosgba:a:’ da’
_— 2 2 A1

— — __—__y ‘
= Auown (y,u— )\fltand)')’ (V.16)

donde y = zsen¢ y Aoy, (y, ) es la funcién ambigiiedad cruzada, la cual es una
representacién espacio-fase de las funciones ug(zo) y vo(zo). Asi, las correlaciones
fraccionarias para valores de indice fraccionario, desde ¢ = 0 (eje vertical, y = 0)
hasta ¢ = 1 (eje horizontal, u = 0), pueden ser obtenidas a partir de una tnica re-
presentacién en el espacio-fase (y, 1), mediante proyecciones de la funcién A, (¥, 1)
sobre rectas que pasan por el origen de coordenadas. Este resultado fue derivado
previamente en la Ref. [68] en el contexto de la analogia entre filtros espaciales
Opticos basados en la FRFT, la transformada wavelet y redes neuronales.

En el caso mas general en el que q # 7, la correlacién fraccionaria obtenida
en la Ec. (V.13) puede ser escrita nuevamente como

2

CP?"(x) = exp (L> /OO Ty (xh; 21) Ty (176 + Eg%w; Z2> dy, (V.17)

AMitangy ) J- sen ¢
donde
S
T1 (z9;21) = uo () exp (%)—> ; z1 = fi1tan ¢, (V.18a)
- Z i%r )\
712 (.’136, 22) = (ﬁ) exp Tz; (ﬁ) , R9 = f] tan ¢3, (V18b)
con
M= S0 (V.19)
sen ¢

La correlacién fraccionaria representada en la Ec. (V.17) puede interpretarse como
la correlacién convencional de dos funciones: Tj (zy; z1), que es la sefial de entrada

uo(zg) multiplicada por un factor de fase zonal de longitud focal 2, y Ty (zp; 22), que
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es el producto entre: la funcién vg(zg) y un factor de fase zonal de longitud focal z,,
con un cambio M en la escala.

En la Figura V.6 se muestra un ejeraplo que ilustra la selectividad posicional
de la correlacién fraccionaria. Las funciones ug(zp) y vo(2o) son dos rendijas idénticas
ubicadas en diferentes posiciones como puede apreciarse en la Figura V.6(a). En las
Figuras V.6(b), V.6(c), V.6(d) y V.6(e) puede apreciarse como difieren los factores
de fase zonales de T} (xy; 21) ¥ T2 (%p; 22), dependiendo tanto de la posicién relativa
de las rendijas como de la eleccién de los érdenes fraccionarios. Puede verse también
que, para un desplazamiento constante, la eleccién de érdenes fraccionarios provoca
una diferencia entre las fases de Ty (x}; 21) ¥ T3 (Zp; 22) menor en las Figuras V.6(b)
y V.6(d) que en las Figuras V.6(c) y V.6(e). En la Figura V.7 se muestran curvas
calculadas numéricamente de la amplitud de la correlacién fraccionaria entre las fun-
ciones ug(Zo) y vo(zo) para dos desplazamientos relativos distintos Ay y As. Como
puede verse de estos resultados, la amplitud del pico de correlacién es menor para el
desplazamiento mayor para ambas elecciones de los érdenes fraccionarios. Ademas,
como es esperable, la disminucién en la amplitud de la correlacidén es més abrupta
para los érdenes fraccionarios mas pequetios.

Como se ha visto, la correlacién fraccionaria puede interpretarse como una
correlacién convencional entre dos funcioneslijl (z) y Ty(z) relacionadas con las fun-
ciones originales a través de una modificacién de la fase y la escala dada por las Ecs.
(V.18). Este hecho, posibilita la aplicacién de este formalismo al desarrollo de un filtro
para reconocimiento de patrones que sea sensible a la forma y posicién del objeto y
que pueda ajustarse en forma versatil para adaptarse a variaciones en la escala. Para
dos funciones up(zo) y vo(Zo) ubicadas en la misma posicién y que solo difieren en
un determinado factor de escala, existen varios conjuntos de valores (pqg, g0, 70) para
los cuales la correlacién fraccionaria CP%"(;r) es la correlacién convencional de dos
funciones que tienen idéntica distribucién de amplitud y que difieren levemente en la
fase. En la Figura V.8(a) se muestra los corjuntos particulares de valores (pg,go,70)

para tres diferentes magnificaciones relativas de las funciones a correlacianar ug(xo)

¥ vo(zo)- )

J
__/
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Figura V.6: (a) Amplitud de las funciones ug(zo) y vo (zo). (b) y (d) Amplitud y fase de T} (zp; 21)
y T3 (x); 29), respectivamente para ¢ = 0.8 y » = 0.7. (c) y (e) Amplitud y fase de T} (zp;21) ¥
T2 (xf); 22), respectivamente para ¢ = 0.6 y r = 0.4.
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Con el objeto de analizar el comportamients de la correlacién fraccionaria se define
un parametro de correlacion

—1

I

OB (z) —'C Ll (e) | de
dx

J |Cuotia™ ()

que mide la desviacién relativa de la correlacién fraccionaria, entre dos funciones de

ap7q7r s

(V.20)

igual forma pero de diferente magnificacién, de la autocorrelacién convencional de
una de esas funciones para un determinado valor de la magnificacién M dada por la

Ec. (V.19).

— A=I5 pixels — A=15 pixels
A=45 pixels © 0 A=45 pixels
14 1
4] Q
0 - 0 T
-40 0 40 80 120 -40 80 120
Pixels Pixels

Figura V.7: Amplitud normalizada de la correlacién fraccionaria de érdenes: (a) ¢ = 0.8, r=0.7 y
p=0.884y (b) g=0.6,r =04y p = 0.633, entre las funciones ug(zo) y vo(xo) para dos diferentes

desplazamientos relativos A

En las Figuras V.8(b) y V.8(c) se restran los valores del célculo numérico
del pardmetro aP®", utilizando las Ecs. (V.13) y (V.20), para dos rendijas que
tienen una magnificacién relativa M = 1.35. Como puede observarse en la figura,
los méaximos valores del pardmetro a”?" se encuentran a lo largo de una curva en el
dominio de los érdenes fraccionarios q y . Dicha curva coincide con la graficada en
la Figura V.8(a) para el valor M = 1.35. Sin embargo, puede verse que los valores de
aP?” no mantienen un valor constante a lo largo de la curva mencionada. Este hecho
esta relacionado con la variacién de la pequena diferencia de fase entre las funciones

Ti(x) y Tg(x), mencionada anteriormente, ea funcién de los érdenes q y 7.
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Figura V.8: (a) Curvas que muestran los diferentes conjuntos de valores (go,70) que verifican la
Ec.(V.18) para tres valores diferentes de Mﬂbh Grafico tridimensional del pardmetro %" para la
correlacién de dos rendijas que tienen una magnificecién relativa M = 1.35. (c¢) Curvas de nivel del

grifico (b); la curva punteada representa la curva de (a) correspondiente a M = 1.35.
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Como consecuencia del andlisis desarrollado, puede concluirse que un arreglo
Optico capaz de realizar la correlacién fraccionaria definida en esta seccién, puede
utilizarse para detectar objetos con magnificaciones diferentes a la almacenada en el
filtro. En la Figura V.9 se muestra el esquema del arreglo experimental utilizado
para realizar las operaciones de correlacién fraccionaria. En el filtro holografico H se
almacena el patrén de interferencia producido por el haz de referencia y la FRFT de
orden r de la transparencia vp(Zo,%0), la que es generada en el plano del filtro por
el sistema 6ptico A. Este sistema, propuesto por Lohmann en la Ref. [22], permite
realizar la FRFT de una transparencia, para drdenes fraccionarios entre —1 y 1,
variando solo las distancias d; y da, es decir sin necesidad de modificar las distancias

focales de las lentes a fin de mantener el parametro de escala Af; constante. Las

( a) Plano objeto Plano del filtro

=l ]
' |

v I U AV 7 Plano de salida

X

b Plano objeto
() v

Figura V.9: Esquema del dispositivo experimental utilizado para obtener (a) el registro hologréfico en
el filtro H, que almacena la FRFT de orden r de la funcién vo(zo,y0) y (b) la correlacién fraccionaria

CP%7(z) en el plano de salida. M: espejos; BS: divisor de haz.
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distancias adecuadas para registrar la FRFT de orden r en este sistema son

di = ftan(rm/4)+ f (V.21a)
dy = fsen(rm/2)+2f (V.21b)

Una vez concluida la etapa de registro del filtro, el sistema completo A — B
es utilizado de manera similar a una configuraciéon 4f . En la primera parte, el
subsistema A realiza la FRFT de orden g de la transparencia up(zo, yo) en el plano
del filtro holografico H. Las distancias caracteristicas de este subsistema estdn dadas
por las Ecs. (V.21) pero adecuadas al orden fraccionario ¢. En la segunda parte,
mediante el subsistema B, se obtiene la FRFT de orden p de la amplitud transmitida
por el filtro H en el plano de salida del correlador. Para este tltimo subsistema
las distancias caracterfsticas son tambien las expresadas en las Ecs. (V.21) para el
orden p. Con este arreglo éptico puede obtenerse la correlacion optica fraccionaria
CP9"(z,y) para varios érdenes fraccionarios modificando solo las distancias di, d3, d}
y db. Asi, la correlacién puede ser adaptada ficilmente, a una dada magnificacién
del objeto a reconocer, por simple variacion de los drdenes 7 y ¢ con el objeto de
seleccionar el valor de M requerido.

Como fuente de iluminacion fue utilizado un haz de laser de He-Ne colimado
y expandido, de longitud de onda A = 632.& nm y 15 mW de potencia. En la etapa
de registro del filtro holograficu, fueron utilizados dos haces coherentes con un angulo
entre ellos de § = 40° producidos por el divisor de haz BS. Uno de ellos fue utilizado
como haz de referencia mientras que el otro fue usado para iluminar la transparencia
vo(o, Yo). Como medio de registro fueron utilizadas placas holograficas Agfa 10E75
de elevada sensilidad, unos 90 nm de grosor del grano, y con una resolucién maxima
de 3000 lineas/mm. Para sintetizar el filtro fue utilizada la FRFT de orden r = 0.600
de una diapositiva binaria con un cardcter " A” de 1.5 mm de alto y 1 mm de ancho.
Durante la etapa de obtencién de la correlacién fraccionaria el haz de referencia fue
removido y las imagenes del plano de salida fueron adquiridas mediante una camara
CCD, digitalizadas con una placa de video y almacenadas en una computadora con
una resolucién en intensidad de 256 niveles de gris. En los subsistemas A y B fueron

utilizadas lentes de distancia focal f = 100 mm. En la Tabla V.1 se indican los valores
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de las distancias empleadas en los subsistemas, los érdenes fraccionarios obtenidos y

las magnificaciénes correspondientes.

M =10.8
p=-—0730 7=0.448 r =0.600
d; (mm) 35.4 136.7 150.9
da (mm) 108.8 264.7 280.9
M=1.0
p=1.000 ¢=0.600 r=20.600
d; (mm) 200 150.9 150.9
dy (mm) 300 280.9 280.9
M=1.2
p=0.715 ¢g=0.846 r=0.600
d; (mm) 162.9 178.3 150.9
dy (mm) 290.2 297.1 280.9

Tabla V.1: Valores de las distancias empleadas en ‘os subsistemas A y B del arreglo experimental

de la Figura V.9 para los tres conjuntos de 6rdenes utilizados

En las Figuras V.10, V.11 y V.12, se muestran las correlaciones fraccionar-
ias entre dos caracteres ”A”, con una magnificacién relativa determinada, para tres
conjuntos de Srdenes (p,q,7). En cada una de estas figuras se obtiene un méximo de
intensidad del pico de correlacién fraccionaria cuando la magnificacién relativa entre
los caracteres satisface la Ec. (V.19).

En un segundo experimento, el disnositivo dptico A, ilustrado en la Figura
V.9(a), es ligeramente modificado a fin de realizar un registro hologréafico miltiple en
el filtro H. El objetivo es almacenar varias FRFT de la misma transparencia de refe-
rencia con diferentes érdenes fraccionarios r. Para ello, cada registro es realizado con
una pequena variacién del dngulo de incidencia 6 del haz de referencia. De esta forma,
el correlador 6ptico de la Figura V.9(b) se comporta de la siguiente manera: Como
las distancias d] y dj permanecen fijas, para cada valor de r asociado a un 4ngulo
de registro en el filtro le corresponde un va'or de magnificaciéon M dado por la Ec.
(V.19). Asi, con solo seleccionar las distancies df y d para que el conjunto de érdenes

(p, q,7) verifique la Ec. (V.12), el correlador puede ajustarse para reconocer solo una
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de todas las magnificaciénes disponibles en el filtro. En otras palabras, aparece un
pico agudo en la intensidad de la correlacién, en una localizacién asociada al 4ngulo
0 para el cual el orden 7 y el orden fijo ¢ setisfacen la Ec. (V.19). Funcionando de
esta manera, el correlador reconoce objetos con diferencia de escala dada por M si la
senial en el plano de salida tiene la posicién correspondiente al 4ngulo 6 (o coordenada
espacial x en el plano de salida) asociado.

Fue realizado un registro miltiple de la FRFT de una transparecia de refe-
rencia para tres valores diferentes del orden fraccionario: r = 0.840, r = 0.783, y r =
0.734. El valor del orden fraccionario ¢ fue elegido de manera que las magnificaciones
asociadas a cada angulo de registro fueran i = 1.10, M =1.15, y M = 1.20. En la
Figura V.13(a) se muestra la accién del correlador cuando el objeto de entrada difiere
en una magnificacién de M = 1.10 con el objeto de referencia. Puede apreciarse que
el pico en la intensidad de la correlacién aparece en la localizacién asociada al angulo
correspondiente al registro de la FRFT de orden r = 0.840. En las Figuras V.13(b) y
V.13(c) se observan las sefales de salida del correlador cuando los objetos de entrada
difieren en una magnificaciéon M = 1.15 y M = 1.20 respectivamente. En dichos
casos los picos de intensidad de la correlacién aparecen para localizaciones asociadas
a los valores de r = 0.783 y r = 0.734 respectivamente. Asi, la senal de correlacién
aparece en diferentes posiciones del plano de salida de acuerdo a que magnificacién

del objeto vo(xop, yo) esté presente en el plano de entrada.
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1.0
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q=0.448
r=0.600
0.0
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1.0
AXA
p=-0.730 0.5 -
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Figura V.10: Intensidad de la correlacion fraccionaria entre dos caracteres ”A” que difieren en su
magnificacién relativa M : (a) M = 0.80, (b) M = 1.00, y (c¢) M = 1.20. Los 6rdenes fraccionarios
elegidos, p = —0.730, ¢ = 0.448 y r = 0.600, permiten al correlador reconocer magnificaciones con
M = 0.80.
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Figura V.11: Intensidad de la correlacion fraccionaria entre dos caracteres ” A” que difieren en su
magnificacién relativa M : (a) M = 0.80, (b) M = 1.00, y (c) M = 1.20. Los érdenes fraccionarios
elegidos, p = 1.000, ¢ = 0.600 y r = 0.600, permiten al correlador reconocer magnificaciones con

M =1.00.
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Figura V.12: Intensidad de la correlacion fraccionaria entre dos caracteres ”A” que difieren en su
magnificacién relativa M : (a) M = 0.80, (b) M =1.00, y (c) M = 1.20. Los 6rdenes fraccionarios
elegidos, p = 0.715, ¢ = 0.846 y r = 0.600, permiten al correlador reconocer magnificaciones con
M =1.20.
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Figura V.13: Distribuciones de intensidad obtenidas en el plano de salida del correlador fraccionario,
ilustrado en la Figura V.9, para un registro hologréfico miiltiple H que consiste en tres FRFT de una
transparencia vy con perfil de avién para érdenes r = 0.840, r = 0.783, y » = 0.734. Dependiendo de
la magnificacién M del objeto de entrada ug, el méximo pico de correlacién aparece en la localizacién
correspondiente a la magnificacién: (a) M = 1.10, (b) M =1.15, (¢) M =1.20
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Capitulo VI

Conclusiones

El formalismo de la transformada de Fourier fraccionaria fue introducido
recientemente en la dptica mediante dos definiciones basadas en conceptos diferentes.
En la primera de ellas, debida a Mendlovic y Ozaktas, estd definida a partir de la
propagacién de la luz en un medio de indice de refraccién variable parabdlico. En
ésta definicién las diferentes FRFT de una transparencia estdn asociadas al campo
propagado a lo largo de una distancia que corresponde a una fraccién de la necesaria
para obtener la transformada de Fourier ordinaria. La segunda definicién se debe a
Lohmann y se basa en la rotacién, en el esoacio-fase, de la funcién de distribucién
de Wigner de la senal. De esta forma, para una dada FRFT, el 4ngulo de rotacién
serd una fraccién del necesario para obtener la transformada de Fourier clésica, que
es m/2. En el Capitulo II, se realizé una presentacién de estas dos definiciones y
se estudiaron sus propiedades, y su compatibilidad. Algunos de los teoremas mas
importantes relacionados con la FRFT se demostraron en los apéndices.

Asi como la transfomada de Fourisr clésica estd directamente relacionada
con los patrones de difraccién de campo lejano, su generalizacion, la FRFT, lo est4 con
los patrones de difraccién de Fresnel. De esta forma, la propagacién del campo lumi-
noso en un proceso de difraccién estd vinculadg'al incremento del orden fraccionario
en la FRFT de la transparencia difractante. En el Capitulo III se encontraron las
condiciones bajo las cuales es posible asociar a la FRFT de una funcién un patrén
de difraccién de Fresnel correspondiente a una version magnificada de ésta. A partir

del estudio realizado fueron propuestos dos arreglos dpticos que permiten generar la
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FRFT de una senal mediante la propagacién de una onda esférica convergente. Como
una aplicacion de la relacion entre los patrones de difraccion de Fresnel y la FRFT,
se estudié y comprobé la aparicién de perindicidades en ésta, para ciertos ordenes
p, cuando las senales de entrada son funcicnes periddicas (redes de Ronchi). Esta
particularidad es una manifestacién, en el formalismo de la FRFT, del fenémeno de
autoimagenes bajo iluminacién coherente. Finalmente se hizo una breve resena del
trabajo desarrollado en la implementacién de algoritmos y programas de computacién
con e] objeto de realizar el calculo numérico de la FRFT. Para ello se utilizaron las
definiciones de la transformacién dadas en el Capitulo II}lo que di6 origen a dos formas
de calcularla.

El Capitulo IV se dedicé al estudio de representaciones vinculadas a la FRFT
y de la relacién que existe entre éstas y la transformacién de Radon-Wigner. En este
contexto, se diseno y construyé un procesador 6ptico que permite obtener la repre-
sentacién de Radon-Wigner de una transparencia de entrada asociada a una funcién
unidimensional. En este arreglo experimental los érdenes fraccionarios de las FRFT
no estdn limitados a tomar valores discretcs como en la Ref. [48]. El disefio estd
basado en que la iluminacién de una transparencia, mediante una onda esférica con-
vergente, genera, por propagacién del campo en el espacio libre, todas las FRFT de
esta senal con érdenes fraccionarios entre cero y uno a lo largo del eje éptico del
sistema. Los componentes épticos utilizados para contruir el dispositivo, como lentes
cilindricas y varifocales, son elementos refractivos convencionales. Se presentaron de-
mostraciones experimentales de la obtencion de la representacion de Radon-Wigner
para varias pupilas, incluyendo una experiencia de deteccién de una senal chirp. En
todos los casos se encontré un gran acuerdo entre los datos experimentales y las simu-
laciones numéricas realizadas, lo que confirma el buen funcionamiento del dispositivo
propuesto. Como una aplicacién posible, este arreglo éptico podria utilizarse para
describir la evolucidn de la amplitud de campos complejos en propagacién en el es-
pacio libre o en un medio GRIN parabdlico. Un ejemplo de este tipo de aplicacion
seria el anélisis del proceso de difracciéon mediante pupilas con comportamiento fractal
[70, 71]. La obtencién 6ptica de la representacién de Radon-Wigner podria también

usarse en la implementacion de un correlador fraccionario multicanal en paralelo.
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Este dispositivo seria capaz de realizar, en forma simultéanea, todas las correlaciones
fraccionarias entre dos funciones unidimensionales para un continuo de érdenes frac-
cionarios entre cero y uno.

Se aplicé el formalismo de la transformada de Fourier fraccionaria al anélisis
de algunos pardmetros de calidad en sistemas Opticos formadores de imagen. Este
enfoque puede considerarse como una generalizacién de aquellos basados en otras
representaciones de sefiales en el espacio de las fases como la WDF y la funcién am-
bigiiedad. Se determiné que la informacion sobre la calidad de la imagen se encuentra
almacenada en el médulo cuadrado de la FRFT, o transformacién de Radon-Wigner,
de la transmitancia unidimensional asociada a la pupila del sistema 6ptico. En ciertas
ocasiones, esta transmitancia unidimensionai puede ser considerada como equivalente
a una apertura bidimensional con alguna simetria [69, 20]. Se asocié la proyeccién
de la representacién de Radon-Wigner sobre el eje de los ordenes fraccionarios p, a
los diferentes valores de la razén de Strehl en funcién de la distancia de desenfoque.
Ademads, se encontré la relacién que existe entre la transformada de Fourier de la
representacién de Radon-Wigner, a lo largo del eje de las coordenadas, y la funcién
de transferencia 6ptica (OTF) asociada a la pupila del sistema. De esta forma, de
una Unica representacién de Radon-Wigner, se obtuvieron diferentes OTF para varios
valores del coeficiente de desenfoque. Como aplicaciones sencillas de este formalismo
se realizaron comparaciones, experimentales y mediante simulaciones numéricas, de la
razén de Strehl y la OTF para pupilas unidimensionales con diferentes obscuraciones
centrales. Finalmente, se analizé el comportamiento ante desenfoques de la razén de
Strehl en pupilas apodizadas asimétricamente.

En el Capitulo V se estudié la generalizacién fraccionaria de la correlacién
Optica. Uno de los resultados de esta tesis es la implementacién de un correlador a
tiempo real que permite detectar variaciones en la localizacién y forma de los objetos
almacenados en el filtro. Utilizando este dispositivo se realizaron estudios a fin de
determinar como varia la sensibilidad de deteccién, a cambios en la posicién del
objeto, con diferentes érdenes fraccionarios y con distintos espesores del medio de
almacenamiento utilizado como filtro. Estz anélisis permitié separar el efecto de

la ruptura de la invariancia translacional dsbida a la naturaleza fraccionaria de la
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correlacién, que era el objeto de estudio, de la producida por el error de Bragg en
la lectura del registro de volumen en el filtro. El correlador propuesto, basado en
el formalismo de la FRFT, tiene la ventaja respecto de otros correladores, basados
en técnicas tales como los registros en volumen y la codificacién en fase del haz de
referencia, de que la sensibilidad para detectar desplazamientos en los objetos puede
ajustarse por simple variacién de las posiciones relativas entre el objeto, la lente y el
filtro holografico en el sistema dptico. La modificacién de tales distancias es realizada
a fin de cambiar el orden fraccionario p de la correlacién fraccionaria obtenida en
el plano de salida del correlador. Los cristales fotorefractivos, como el utilizado en
el filtro hologrifico, poseen una alta capacidad de almacenamiento. Esta propiedad
permitiria realizar un registro multiple, utilizando el método de multiplexado angular,
de diversas FRFT de una misma transparencia con diferentes érdenes fraccionarios.
De esta forma, variando el dngulo de lectura y las distancias filtro-lente y lente-
transparencia podria cambiarse facilmente el orden fraccionario de la correlacién, y
por consiguiente, modificar la sensibilidad del dispositivo sin necesidad de regrabar
el filtro.

Se realizé una generalizacién de la definicidn de correlacién fraccionaria dada
en las Refs. [11, 60, 61]. En este nuevo producto de correlacién pueden ser variados
los tres 6rdenes fraccionarios de las FRFT involucradas en la definicién. Utilizando
esta generalizacion se interpreté a la correlacién fraccionaria de dos senales como la
correlacién clésica de las senales originales pero con diferente magnificacién y la fase
ligeramente modificada. Esta nueva transfcrmacién permitié la implementacién de
un correlador ptico fraccionario sensible a las translaciones y con la capacidad para
reconocer versiones magnificadas del objeto almacenado en el filtro holografico. El
método de ajuste de la magnificacién a reconocer resulté ser muy flexible puesto que
puede variarse cambiando parametros geométricos del arreglo éptico sin necesidad
de modificar el registro holografico. A fin de disehar un detector de magnificaciones,
se realizé un registro miiltiple de tres FRFT de un objeto, con ordenes fraccionarios
distintos, multiplexadas angularmente. Asi, variando algunas distancias entre com-
ponentes Opticos del arreglo experimental, es posible reconocer la magnificacién de

un objeto entre las que estan codificadas en el filtro holografico.
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Como conclusién final puede decirse que la tarea desarrollada en esta tesis
constituye un estudio novedoso del formalismo de la transformada de Fourier frac-
cionaria y de sus propiedades. Se analizaror. diversos aspectos vinculados a la inter-
pretacién éptica de la transformada de Fourier fraccionaria y de algunas operaciones
derivadas de ésta. Utilizando este nuevo formalismo se desarrollaron aplicaciones
novedosas al procesamiento Optico de la informacion, las que fueron implementadas
experimentalmente. En todos los casos se realizaron comparaciones entre la teoria,
simulaciones computacionales y datos experimentales, hallandose una gran concor-
dancia entre ellos. El estudio tedrico y las aplicaciones realizadas en este trabajo de
tesis no agota el tratamiento de este formalismo que, debido a su reciente introduccién

en el campo de la éptica, esté en estado de continuo desarrollo.
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Apéndice A

Definicion matematica de la FRFT

En el Capitulo II se describen dos definiciones de la transformada de Fourier
fraccionaria. Si bien los origenes de estas definiciones son diferentes, tienen en comiin
que ambas son definiciones fisicas de la transformacién. Siguiendo a [6, 7], definiremos
a la FRFT en forma mas abstracta.

La transformada de Fourier y su inversa pueden escribirse en forma de ope-

rador como

FRI@) = oo [ 1o ias')de' (A1a)
F/2 flz) = 712_;/_0:( f(2') exp (—izz') dx'. (A.1b)

Los operadores F™/2 y F /2 son conjugados y satisfacen la relacién F™/2F ™2 =
Fr2F-7/2 — 1. Las autofunciones del operador transformada de Fourier son la
funciones exp (—z?/2) H,(z), donde H,(z) son los polinomios de Hermite de orden

n. La ecuacién de autovalores es:
F/?exp (——332/2) H,(z) = ™% exp (—x2/2) H,(z)- (A.2)

Puede definirse la transformada de Fourier fraccionaria de orden ¢ mediante el ope-

rador F? que satisface la ecuacién:
F? exp (—27/2) Ha(z) = €™ exp (—2°/2) Hn(z). (A.3)

Con es objeto de hallar una representacién integral para el operador F?, expandimos
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@] F1) |
5(2) Si(w5/4-472) (_ _iz?
* \/_7r|sen¢| P \ Ztan‘f"}
1 &g P (5 tan9)
etk e/% exp [ tan¢ (k? + -’EZ) + Li:::r
H, (@) exp (=2°/2) TP Hy(2) exp (~2%/2)
exp (—2%/2) exp (=2°/2)

Tabla A.1: Transformada de Fourier fraccionaria de algunas funciones elementales.

a una funcién f(x), de cuadrado integrable, =n términos de las funciones de Hermite-

Gauss,

= i(?an exp (—a:2/2) H,(z), (A.4)

donde los coeficientes de la expansién estidn dados por:

2nn1!ﬁ /_ °:o Ho(x) xp (—2%/2) f () da. (A.5)

Ay =

Utilizando la Ec.(A.3), el efecto del operador transformada de Fourier fraccionaria

sobre f(x) es:
Ff(x) Z ane™? exp (—x2/2) H, (). (A.6)

Insertando la Ec.(A.5) en la Ec.(A.6) y haciendo uso de la férmula de Mehler que

puede escribirse como [25]:

L 1 [22::26“’ — e (22 + :E2)]

7;) 2nn!\/7_THn(a:)Hn(:v) = —————_\/7_r s P T

se obtiene

i(rd/4-¢/2) . 9 - .9 o
” _ e B 1T { . _ 1T 1T AR
Fri@) /27 |sen ¢| = ( 2tan ¢> Jooo J(&)exp 2tan ¢ = sen ¢ ’
valida para 0 < |¢| < 7 y donde ¢ = sg (sen¢). La aplicacién de este operador en

algunas funciones sencillas puede observarse en la Tabla A.1.
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Apéndice B

Algunos teoremas sobre la FRFT

En este apéndice se demostraran los teoremas que fueron enunciados en el
Capitulo II. Estos son: el teorema de Parseval, el teorema de escala, el teorema de
translacion y el teorema de la derivada. En este apéndice todas las variables de
integracién tendran como limites —oo y 0o aunque no aparezcan en forma explicita

en las integrales.

B.1 Generalizacion del Teorema de Parseval

El teorema de Parseval enunciadc para la transformada de Fourier frac-

cionaria puede expresarse como:

P

[ @ @de = [ @)y, (B.1)

donde
up(y) = /u (x) exp [ﬁ (a:2 4 yZ)} exp [(/\f_j—;ng> a:y] dz, (B.2)

vp(y) = /’U (z) exp [ﬁ (:E2 - y’)} exp [(%) :vy} dz, (B.3)

con ¢ = pr/2. Realizando la conjugacién compleja de la Ec.(B.3) y reemplazandola

en el segundo miembro de la Ec.(B.1), obteriemos

[uiy = [ul) [v@en|5mm (+)]
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271
X exp [(/\fl ;anf)) xy] dxdy. (B.4)

Escribiéndola en forma conveniente y utilizando las identidades trigonométricas:

sen(—¢) = —sen, (B.5a)
tan(—¢) = —tand, (B.5b)

obtenemos

: 1T 2 . 9 —2m
/v (:c)/up(y) exp {m (ar +y )] exp [(m) :cy] dydz. (B.6)

La integral en ¥ no es mas que la transformada de Fourier fraccionaria inversa de

u,(y) dada por la Ec.(IL51), que es u(z), con lo cual

/u(a:)’u*(:v)dm. (B.7)

B.2 Teorema de translacion

Se analizard como se comporta la FRFT cuando producimos las siguiente

transformacién de la sefial de entrada:
u(z) — ulz + ). (B.8)

La FRFT de la senal modificada la podemos expresar como

2 .2
u (y) = /u (z + a) exp [mg ;y )] exp [—QWi%'y—] dz, (B.9)
donde T' = Afytan¢, S = Afisen¢ y ¢ = prm/2. Realizando el siguiente cambio de
variables
Z = z+a, (B.10a)
7§ = Y+ xcosg, (B.10b)
la expresién anterior queda
: = N2 (s 2
uy (§ — acosp) = /u(:f)exp [m(x ) +(71{ @ cos ¢) ] y
X exp [_ng —) (yS— == ¢)] dz. (B.11)
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Desarrollando los argumentos de las exponenciales y reagrupando convenientemente

los términos obtenemos

2 _ 9z o 2 .2 = 9.2
(7 — woned) = x| o’ — 2fa cos ¢ + a® cos® ¢ 1 2ay — 2a” cos ¢ v
P T S
X /u(i) exp [iﬂ'x ;y Jexp[ 2#2?] dz, (B.12)

donde podemos identificar a la integral en & como la FRFT de la funcién u (Z)

2 _ 95 " 9 o Qi — 2
uy (§ — ccos¢) = exp [iw (a yacoT¢+a cos ¢+ aj — 2a cosqﬁ)}

Xup (F) - (B.13)

Efectuando el cambio de coordenadas inverso al expresado en las Ecs.(B.10a) y
(B.10b) y realizando algunos pasos algebraicos y sustituciones trigonométricas so-

bre el término de fase, finalmente arribamos a la expresién

uy (y) = exp —/\—f—l sen ¢ (2y + acos @) | u, (y + ccos @) . (B.14)

B.3 Teorema de cambio de escala

Al realizar un cambio de escala, la senal se modifica como:
u(z) — u(az), (B.15)

y su transformada de Fourier fraccionaria esta dada por

o _ 22+ . my
ug (y) = /u(aa:) exp [mm exp ~27mm dz. (B.16)
Cambiando las variables segiin
z = o, (B.17a)
y = ay, (B.17b)

obtenemos

ik 2+ . Iy _
uy (7/a) = a/ (Z) exp [ me exp [ 2W2m:| dz. (B.18)
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Haciendo la asignacién

o’tan¢ = tan 0, (B.19)

y utilizando la identidad
tan @

_:7 B,20
At (B-20)

senf =

podemos escribir

a’sen¢ = esend, (B.21)
con
&= \/1 + sen2¢ (a* — 1). (B.22)
Reemplazando las Ecs.(B.19) y (B.21) en (3.18), y realizando un nuevo cambio de
variables
obtenemos
e 1 72 + e?y? zy
efo = T ' ~ —2mi————— | dZ. B.24
e <ya) a/u(a:)exp [m Afitand = m)\fl senf| " ( )

Sumando y restando un término de fase conveniente escribimos

u"(”6> 1 Z_ﬂ(e“’—l)g y
= = Sew A
» \Ye a P Afitané
22+ zj
T T — —2mi———— | dT B.2
x/u(:c)exp [m/\fltanO exp 27rz)\f1sen9 z, (B.25)

y podemos identificar a la integral en & como la FRFT de u(Z) de orden p con

6 = pr /2, resultando
2 (52) = S e s €-13) @)
— == im————| up () .
U ya, & Mitan@ | * o
Realizando los cambios de variable inversos a los de las Ecs.(B.17a), (B.17b) y (B.23),

finalmente podemos expresar

() = Ly y
Up (y)— a‘I’ p(\/l/a2+sen2¢(a2_1/a2))a (B26)

con

B imy? (a* — 1)
V= e [/\fl (a*tan¢ + 1/ tan qﬁ)} ’ (B-27)
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P 2 arctan [a2 tan (p7r/2)] . (B.28)

Vi1

B.4 Teorema de la derivada
La expresién de este teorema es:
FPu'(z) = u,(y) cos ¢ + up(y)2miy sen (B.29)

donde u/(z) es la derivada de u{z) respecto de la variable z. Utilizando el operador

integral para la FRFT, el primer miembro de la Ec. (B.29) queda

(@) = [[of () exp i exp [ ~2mi ] 4 (B.30)
wix) = | w exp |imT—————— | exp | —2mi————| dz. .
P Afitan ¢ 3 Afisen ¢
Si se define
(z; a) = ulz + a), (B.31)
su derivada respecto de a se puede escribir como
d"' .
% =u'(z + ). (B.32)
Tomado el valor de esta derivada en a = 0, se obtiene
dii(z; o) ;
_— = . B.33
| =) (.33
Si se aplica el operador FRFT a la ecuacién anterior queda
o di(x; o) _ dFPu(z; ) — (),
da | .o do oped}
o bien
d’&’P(y; a) /
hact' ) - ) B.34
e IR (B.34)

Usando el resultado de la Ec. (B.14), la derivada en el término de la izquierda en la

ecuacién anterior se puede expresar como

dﬁ_ig%gz exp [% (2y + acos ¢)] [u; (y + acos ¢) cos g+ (B.35)
+up (y + acos @) E".m;\sfen ¢ (y 4+ cccos d))] . (B.36)
1
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Haciendo @ = 0 en la Ec. (B.35) y utilizando la Ec. (B.34) se obtiene la demostracién

del teorema
2miy sen ¢

T. (B-37)

FPu(2) = o (y) cos & -+ u, (1)
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