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7 Exposición sintética de la labor desarrollada en el peŕıodo

Durante este peŕıodo laboral se trabajó en los siguientes problemas:

(1) Determinación de los modos de vibración de un sólido elástico.

Durante el peŕıodo laboral anterior se estudió el problema de autovalores derivado del principio
variacional de Hellinger-Reissner para la elasticidad lineal y se analizó la aproximación de sus
soluciones utilizando el método de elementos finitos no conforme de Arnold-Winther [4] que,
en particular, preserva la simetŕıa del tensor de esfuerzos. También se analizaron los métodos
propuestos por [9] and [13]. Durante este año se completaron los cálculos correspondientes
para determinar la convergencia y se obtuvieron estimaciones de error con orden óptimo para
los autovectores y autovalores. Los resultados obtenidos permitieron la redacción del paper
Eigenvalue approximation by mixed nonconforming finite element methods: The determination
of the vibrational modes of a linear elastic solid que actualmente se encuentra en una etapa de
revisión. Una versión preliminar de este trabajo se presenta adjunta a este informe.

(2) Extensión de la teoŕıa espectral a métodos no conformes.

El análisis espectral presentado en [1], [2] y [10] está basado en la teoŕıa abstracta desarrollada
por Descloux-Nassif-Rappaz [11,12] para estudiar las discretizaciones conformes de operadores
acotados generales definidos en espacios de Banach. Una caracteŕıstica interesante de esta teoŕıa
es que puede ser adaptada para tratar con aproximaciones no conformes.
La teoŕıa [1] es una adaptación de [11,12] que permite el análisis de las aproximaciones del

espectro de un operador acotado obtenidas usando métodos discontinuos. En particular, se
consideró que el problema de autovalores está planteado en un dominio poligonal.
La teoŕıa [2] es una adaptación de [11,12] que permite el análisis de las aproximaciones externas

del espectro de un operador acotado. Recordemos que un dominio discreto Ωh aproxima a Ω
externamente si Ωh ̸⊂ Ω. En esta situación, a fin de estudiar la convergencia de las soluciones
discretas, necesitamos definir extensiones suaves de Ω a Ωh para las funciones pertenecientes
a los espacios continuos y extensiones conformes de Ωh a Ω para las funciones en los espacios
discretos. En particular, se consideró la extensión trivial de estas funciones, restringiendo la
aplicabilidad de la teoŕıa a problemas con soluciones que tienden a cero sobre el borde del
dominio, como las autofunciones del problema de Dirichlet.
Las diferencias entre las teoŕıas descriptas arriba pueden resumirse mediante la siguiente tabla:

[11, 12] Ωh = Ω Vh(Ωh) ⊂ V (Ω)

[1] Ωh = Ω Vh(Ωh) ̸⊂ V (Ω)

[2] Ωh ̸⊂ Ω Vh(Ωh) ⊂ V (Ωh) ̸⊂ V (Ω)

V (Ω) y Vh(Ωh) indican aqúı los espacios de funciones continuos y discretos, respectivamente.
Finalmente, la teoŕıa [10] es una adaptación de [2] que permite analizar las aproximaciones

de un problema de autovalores planteado en forma mixta, definido sobre dominios curvos no
convexos y sujeto a condiciones de borde generales. En particular, se consideró que los espacios
discretos satisfacen la condición Vh(Ωh) ⊂ V (Ωh).
Durante este peŕıodo laboral se desarrolló un marco teórico abstracto que permite la unifi-



cación de todas estas teoŕıas y su extensión a situaciones más generales. Más precisamente,
la nueva teoŕıa permite estudiar las aproximaciones de un problema de autovalores que puede
estar formulado en forma primal o mixta, definido sobre dominios poligonales o curvos, sujeto
a condiciones de borde generales y discretizado por métodos discontinuos.
Como aplicación de esta teoŕıa se estudiarán en un futuro las aproximaciones por medio de

métodos discontinuos de Galerkin [3] de los siguientes problemas espectrales:
• modos de vibración acústicos en dominios curvos
• modos vibracionales de un sólido elástico de forma arbitraria

(3) Determinación de los modos propios de las ecuaciones de Stokes con condiciones de borde slip.

El sistema de ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de borde slip es el modelo f́ısico ade-
cuado para la simulación de flujos que presentan superficies libres, flujos a través de paredes
qúımicamente reactivas y flujos viscosos incompresibles con números de Mach y de Reynolds
altos. En este estudio consideraremos el modelo linealizado correspondiente conocido como ecua-
ciones de Stokes. El problema de autovalores asociado es el siguiente:
Encontrar λ ∈ R, (u, p) ∈ H1(Ω)× L2(Ω), (u, p) ̸= (0, 0), tal que:

−△u+∇p=λu, enΩ (1)

divu=0, enΩ (2)

u · n=0, sobre ∂Ω (3)

n ·Υ(νu, p) · t=0, sobre ∂Ω (4)

donde u indica el campo de velocidades, p la presión, Υ(v, q) representa al tensor de esfuerzos,
ν es la viscosidad y n, t son los vectores unitarios en la dirección normal y tangencial al borde
∂Ω, respectivamente.
A diferencia de las ecuaciones de Stokes con condiciones de borde no slip (tipo Dirichlet),

las soluciones del problema (1-4) no son estables con respecto a perturbaciones del borde de Ω.
Más aún, puede demostrarse que el problema no puede ser aproximado considerando la solución
del mismo sobre una aproximación poligonal Ωh del dominio original. Este fenómeno se conoce
como Paradoja de Babus̆ka [5].
A fin de evitar esta dificultad, se consideró una formulación variacional del problema que

incorpora la condición de borde (3) débilmente mediante un multiplicador de Lagrange [6]. Con
esta formulación variacional se estudió la aproximación del problema espectral considerando una
sucesión de dominios poligonales Ωh, limh→0Ωh = Ω, utilizando la familia de elementos finitos
mixtos de Taylor-Hood [14] y aplicando la teoŕıa espectral desarrollada en [10].
Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

• agregando funciones burbujas al espacio utilizado para discretizar a las velocidades, se pudo
demostrar que los elementos finitos de Taylor-Hood satisfacen las condiciones de estabilidad de
Ladyzhenskaya-Babus̆ka-Brezzi [8] que permiten establecer la existencia, unicidad y la depen-
dencia continua de la solución del problema con los datos. Este procedimiento fue propuesto
por Verfürth [15] para problemas fuente.

• aplicando la teoŕıa de aproximación [10], se pudo demostrar que el método numérico converge
correctamente y establecer estimaciones de error óptimas para los autovectores (u, p) en la
norma producto H1(bΩ) × L2(bΩ), bΩ = Ω ∪ Ωh, y un doble orden de convergencia para los
correspondientes autovalores.

• se pudo interpretar al multiplicador de Lagrange utilizado en la formulación variacional como
la componente n ·Υ(νu, p) · n del tensor de esfuerzos sobre el borde ∂Ω y demostrar que el



método numérico propuesto da aproximaciones para este parámetro f́ısico que convergen en la
norma L2(∂Ω) con orden óptimo.
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