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Resumen Quantum Software Engineering (Q-SE) requires tools that
enable reproducible and quantitative analysis of the functional behavior
of quantum algorithms, beyond their overall correctness. This paper
introduces SMEF (Software Engineering Module Evaluation Framework),
a functional attribution framework based on Shapley values, aimed at
quantifying the contribution of functional blocks within a quantum
implementation under explicit metrics defined by the analyst.

The framework evaluates partial circuit configurations that preserve the
physical execution order, allowing the global behavior to be decomposed
into block-level functional contributions, in coherence with both the
operational semantics of the algorithm and the axiomatic properties
of the attribution mechanism. SMEF does not seek to reinterpret the
underlying quantum dynamics; instead, it provides reproducible and
comparable functional metrics that support core Q-SE activities such
as auditing, validation, systematic comparison of implementations, and
detection of functional anomalies.

The proposal is validated through two case studies: (i) the hypercube
search of the SKW algorithm and (ii) the phase estimation (QPE) stage
of Shor’s algorithm. In both cases, the resulting contribution profiles
are consistent with the expected functional role of the analyzed blocks
and enable the identification of functional deviations without requiring
gate-level inspection of the circuit.

Keywords: Quantum software engineering - Shapley values - Functional
attribution.

Una marco de contribucién funcional para la
Ingenieria de Software Cuantico

Resumen. La Ingenieria de Software Cuantico (Q-SE) requiere

herramientas que permitan analizar de manera reproducible y cuantitativa
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el comportamiento funcional de algoritmos cuéanticos, mas alla de
su correcciéon global. En este trabajo se presenta SMEF (Software
Engineering Module Evaluation Framework), un marco de atribucién
funcional basado en valores de Shapley, orientado a cuantificar la
contribucion de bloques funcionales dentro de una implementacién
cuantica bajo métricas explicitas definidas por el analista.

El marco evalta configuraciones parciales del circuito que preservan el
orden fisico de ejecucién, permitiendo descomponer el comportamiento
global en contribuciones funcionales atribuibles a cada bloque, en
coherencia con la semaéantica operacional del algoritmo y con las
propiedades axiomaticas del mecanismo de atribucién empleado. SMEF
no busca reinterpretar la dindmica cuantica subyacente, sino proporcionar
métricas funcionales reproducibles y comparables, utiles para actividades
propias de la Q-SE, tales como auditoria, validacién, comparacién
sistematica de implementaciones y deteccién de anomalias funcionales.
La propuesta se valida mediante dos casos de estudio: (i) la basqueda
sobre hipercubos del algoritmo SKW y (ii) la etapa de estimacion de fase
(QPE) del algoritmo de Shor. En ambos casos, los perfiles de contribucion
obtenidos resultan coherentes con el rol funcional esperado de los bloques
analizados y permiten identificar desviaciones funcionales sin necesidad
de inspeccionar el circuito a nivel de compuertas.

Palabras clave: Ingenieria de software cuantico - Valores de Shapley -
Atribucion funcional.

1. Introduccion

El desarrollo de sistemas cuanticos se apoya en el modelo de circuitos cuanticos
(Nielsen y Chuang, 2011) y, de manera creciente, en enfoques metodologicos
propios de la Ingenieria de Software Cuantico (Q-SE), orientados a adaptar a este
dominio practicas de especificacion, prueba, verificacion y gestion de la calidad
(Paltenghi y Pradel, 2024).

En este contexto, el interés no se limita a la correccion formal de los algoritmos,
sino que se extiende a aspectos de ingenieria tales como la reproducibilidad
de resultados, la comparacion sisteméatica de implementaciones y la detecciéon
de desviaciones respecto de comportamientos esperados. Si bien los enfoques
actuales de analisis permiten caracterizar el comportamiento global de un
circuito y verificar su correccién, no estan orientados a proporcionar una
descomposicion funcional y modular que permita atribuir de manera cuantitativa
responsabilidades a los distintos bloques que componen una implementacién. En
particular, estos enfoques no permiten responder preguntas como:

= ;Qué bloques contribuyen efectivamente al comportamiento observado?
= ;Como se distribuyen las responsabilidades dentro de una implementacion
bajo métricas explicitas y reproducibles?

Este trabajo presenta SMEF (Software Engineering Module Evaluation
Framework), un marco de atribucion funcional basado en valores de Shapley
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que cuantifica la contribucién de bloques de un circuito respecto de una funciéon
de valor definida por el analista (p. ej., probabilidad de éxito u observables
operacionales). Apoyado en las propiedades axiomaticas del valor de Shapley,
SMEF produce una descomposicién cuantitativa del comportamiento del circuito
mediante la evaluacion sistemética de configuraciones parciales que preservan el
orden fisico de ejecucion.

El marco no busca reinterpretar la dindmica cuantica del algoritmo, sino
proporcionar métricas funcionales orientadas a actividades propias de la Q-SE,
como la comparaciéon de implementaciones, la caracterizaciéon del rol de cada
bloque y la deteccion de desviaciones respecto de un comportamiento de referencia.

La propuesta se valida mediante dos casos de estudio representativos de
arquitecturas cuénticas con naturaleza y estructura distintas: (i) el paso de
busqueda del algoritmo SKW sobre hipercubos y (ii) la etapa de estimacion
de fase (QPE) del algoritmo de Shor. Estos casos se utilizan para evaluar la
consistencia numérica del mecanismo de atribucion, la coherencia funcional de las
contribuciones obtenidas con el rol esperado de los bloques, y la sensibilidad del
analisis a la eleccion de la métrica funcional. De este modo, los estudios de caso
no buscan reanalizar el funcionamiento fisico de los algoritmos, sino validar la
aplicabilidad de SMEF como herramienta de evaluacion orientada a actividades
propias de la Ingenieria de Software Cuéntico.

2. Estado del Arte

La necesidad de herramientas que permitan descomponer cuantitativamente
el comportamiento de circuitos cudnticos surge al contrastar los enfoques actuales
con las actividades propias de la Ingenieria de Software Cuantico (Q-SE).

El anilisis teodrico—algoritmico caracteriza los algoritmos cuénticos
mediante propiedades globales del sistema, como la convergencia en caminatas
cuanticas (Aharonov et al., 2001; Kempe, 2003; Portugal, 2013) o la estimacion
de fase en el algoritmo de Shor (Nielsen y Chuang, 2011; Shor, 1997). Si bien
estos enfoques proporcionan una comprension formal del funcionamiento ideal de
los algoritmos, operan en niveles de abstracciéon que no permiten cuantificar la
contribuciéon funcional de subrutinas especificas dentro de una implementacién
concreta.

En paralelo, el quantum software testing ha producido herramientas
eficaces para la deteccion de defectos y la validacion estadistica de programas
cuanticos (Huang y Martonosi, 2019; Paltenghi y Pradel, 2024). No obstante, las
métricas empleadas en estos enfoques suelen ser globales (por ejemplo, fidelidad
o tasa de error) o binarias (pasa/no pasa), sin desglosar cuantitativamente en
qué medida cada componente individual influye en el resultado observado.

Recientemente, han surgido trabajos que incorporan mecanismos de atribucién
basados en valores de Shapley con distintos objetivos. En particular, estos
mecanismos se han utilizado para mejorar la interpretabilidad de circuitos en
el contexto de quantum machine learning (Heese et al., 2025), asi como para
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estudiar algoritmos cuénticos destinados a la estimacion de valores de Shapley
en problemas cooperativos (Burge et al., 2023).

A diferencia de estos enfoques, SMEF adopta los valores de Shapley como un
mecanismo de evaluacion funcional orientado a la Q-SE, destinado a cuantificar
de manera reproducible la contribucién de bloques modulares al desempeno
operacional de una implementacién cuéntica concreta, bajo métricas explicitas y
preservando la seméntica operacional del circuito.

3. Marco SMEF

SMEF define una metodologia de analisis para algoritmos cuanticos, en la cual
una implementacion se concibe como un sistema modular evaluable mediante
una funcion de valor, en el sentido de la teoria de juegos cooperativos. Este
encuadre permite atribuir de manera cuantitativa la contribucion de los bloques
funcionales que integran un circuito, bajo métricas explicitas y reproducibles.

3.1. Metodologia y definicion formal del marco

En SMEF, un algoritmo cuantico se representa como una composiciéon
secuencial de operadores unitarios agrupados en bloques funcionales:

Uiotal = Ur, -+ - Uy, (1)

donde cada operador U, representa un bloque funcional de la implementacion,
definido como una agrupacién de uno o mas operadores unitarios segin la
semantica operacional del circuito analizado.

Esta representaciéon permite interpretar el circuito cuantico como una
secuencia ordenada de unidades funcionales identificables, cada una de las cuales
constituye un elemento de analisis dentro del marco.

Sobre los estados cuanticos inducidos por configuraciones parciales se definen
métricas funcionales como aplicaciones:

M:SH) =R, (2)

donde S(H) denota el conjunto de estados cuanticos (matrices densidad) sobre
el espacio de Hilbert H. Estas métricas asignan un valor real a cada estado
y capturan, de manera operativa y reproducible, un criterio de desempeno del
algoritmo respecto de su objetivo, permitiendo comparar configuraciones parciales
de una misma implementacién bajo un marco de evaluacién comin.

Cuando el criterio de desempeno puede expresarse mediante un operador
hermitiano H = HT, la métrica funcional inducida adopta la forma:

My (p) = Tr(Hp). ®3)

La formulaciéon general en términos de matrices densidad p permite abarcar tanto
estados puros como mixtos.
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En un escenario ideal en el cual la evolucidon del sistema se mantiene en
estados puros, la métrica inducida puede evaluarse de manera equivalente como
My (v) = (Y|H|Y), con p = [¢) (3|, sin pérdida de generalidad respecto del
marco formal de SMEF.

Dentro de este encuadre, SMEF evalta la mejora funcional inducida por
distintas configuraciones parciales del circuito, preservando el orden fisico de
ejecucion y manteniendo la validez seméantica de la implementacién analizada. A
tal efecto, se consideran dos tipos de configuraciones parciales:

= Prefijos, formados por los primeros b bloques del circuito.

= Coaliciones, definidas como subconjuntos de bloques funcionales evaluados
preservando el orden original y sustituyendo por la identidad los bloques
ausentes.

Formalmente, una instancia del marco SMEF se define mediante la tupla:
M:(B7H7MHaUa¢)a (4)

donde B ={1,..., L} denota el conjunto de indices que identifican los bloques
funcionales del circuito, y b € B un bloque funcional genérico; H es un operador
hermitiano funcional que induce un criterio operacional de evaluacion; My es
la métrica funcional asociada a H; v es la funcién de valor inducida por dicha
métrica; y ¢ es el vector de valores de Shapley asociado a v.

Convencion de valor y analisis por prefijos Se adopta una convencion
uniforme segin la cual la métrica inducida por H se interpreta como un costo
(menor es mejor). Para una configuracion parcial X (prefijo o coalicion), se define
la funcion de valor como:

U(X> = MH(pref) - MH(pX)’ (5>

donde pref es el estado de referencia, tomado por defecto como el estado inicial

Po-
Sea S, = (Un,...,Up) un prefijo del circuito. En el escenario ideal, el estado
inducido por dicho prefijo es:

ps, :Ub"'UlpOUlT"'UJ- (6)
La contribucién marginal secuencial del bloque b se define como:
Ay = Mu(ps,_,) = Mu(ps,),  b=1, (7)

y satisface Ap = v(Sp) — v(Sp—1) bajo la convencion de valor adoptada.

Mecanismo de atribucion mediante valores de Shapley Dada una coalicion
C C B, el circuito efectivo se construye manteniendo la secuencia completa de
bloques funcionales y sustituyendo por la identidad los bloques ausentes:

Uy, beC,

I, bé¢cC. ®)

Uo=Up---Un, UbZ{
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El estado inducido por la coalicion se denota por pc, y el valor funcional v(C) se
evaltia mediante (5).

Sobre esta funcion de valor se define el valor de Shapley asociado a cada
bloque b € B como el promedio de sus contribuciones marginales a lo largo de
todas las permutaciones posibles del conjunto de bloques:

ﬁ S w(CF U b)) — (D)), (9)

" well(B)

oy =

donde II(B) denota el conjunto de todas las permutaciones de By CJ el conjunto
de bloques que preceden a b en la permutacion 7 (Shapley, 1953).

Justificaciéon axiomatica y preservacion de la semantica operacional
Los valores de Shapley constituyen un esquema de atribucién que satisface
simultaneamente los axiomas de eficiencia, simetria, nulidad y aditividad (Young,
1985). En el contexto de SMEF, la propiedad de eficiencia garantiza que la suma
de las contribuciones asignadas a todos los bloques coincide exactamente con la
variacion total de la funcion de valor entre el circuito vacio y el circuito completo.
De este modo, el comportamiento global del circuito puede descomponerse de
forma aditiva y numéricamente verificable en contribuciones atribuibles a cada
bloque funcional.

Asimismo, la construccion de coaliciones preserva el orden fisico de ejecucion
del circuito, asegurando que la atribucion respete la seméntica operacional real
del algoritmo y no dependa de configuraciones arbitrarias.

En este encuadre, SMEF utiliza los valores de Shapley como un mecanismo de
evaluacion funcional orientado a actividades propias de la Ingenieria de Software
Cuéntico, tales como auditoria, comparacién de implementaciones y deteccion de
desviaciones respecto de un comportamiento de referencia.

3.2. Operadores hermitianos para evaluaciéon funcional

Cuando el criterio de desempeno se expresa mediante un operador hermitiano,
SMEF selecciona un operador funcional H que induce una métrica evaluable
y reproducible sobre los estados relevantes del circuito. La seleccién se guia
por criterios de aceptabilidad practica: (i) coherencia con una referencia tedrica
o empirica equivalente, y (ii) capacidad de capturar el criterio estandar de
desempeno de la instancia considerada. Estos criterios constituyen condiciones
operativas orientadas a asegurar la utilidad del anélisis en tareas de evaluacion y
verificacion propias de Q-SE.

En las subsecciones siguientes se describen las instancias concretas de H
adoptadas en cada caso de estudio.

Hipercubo acufiado con moneda de Grover y operador flip—flop (SKW):
Hyrob Y Hener En el algoritmo de biisqueda SKW sobre hipercubos @Q,,, se
consideran dos operadores hermitianos que inducen métricas funcionales alineadas
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con criterios operacionales relevantes para la evaluacién del desempeno del
algoritmo.

El primero corresponde al criterio estandar de éxito, asociado a la probabilidad
de encontrar el vértice marcado [t):

Hprob = —[t)(t]. (10)
Para un estado [¢(t)), la métrica inducida por Hp,op, viene dada por:

M, (¥(1)) = (¥ (1) [Hprob|t(2)) = —[{t[:(t))[*. (11)

Como criterio funcional complementario, se introduce un operador que
incorpora informacién estructural del grafo subyacente a través de su matriz de
adyacencia:

chcr = 7’7A - |t> <t" (12)

donde A denota la matriz de adyacencia del hipercubo y v > 0 regula la escala
relativa del término de acoplamiento.
La meétrica inducida por Heper para un estado |¢(¢)) adopta la forma:

Mo (V1)) = () Henex 10 ()) = =y (0 (1) Al (1)) = [t ). (13)

Fase cuantica del algoritmo de Shor: operador de periodicidad Hper En

el algoritmo de Shor, restringido en este trabajo a la fase cuantica de estimaciéon

de periodo (QPE), se emplea un operador hermitiano de periodicidad para evaluar

el alineamiento del estado con la estructura periddica relevante del problema.
Se define:

Hper = Z ‘m><m|®lworka (14)
meM,.

donde M, es el conjunto de indices del registro de conteo compatibles con el
periodo buscado r.

Por construccién, Hper es un proyector hermitiano sobre el subespacio del
registro de conteo asociado a dichos indices. Dado un estado [¢), se define el
estado evaluado tras aplicar QFTT como:

[9) == (QFT" @ Iyori) ). (15)

La probabilidad de obtener al medir el registro de conteo un indice m € M, es:
Eper (¥) = (] Hpex 10). (16)

Siguiendo la convencién global adoptada en SMEF (costo a minimizar), la métrica
funcional asociada se define como:

Mi,,($) := —Eper(v)) = ()| Hper |9). (17)
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La aceptabilidad de He, se evaltia verificando que Eper(¢out) sea coherente con
la prediccién tedrica para la instancia considerada, de acuerdo con el analisis
formal del algoritmo de Shor.

Observables alternativos basados en magnitudes energéticas no resultan
adecuados para capturar la estructura de fase que determina el éxito del algoritmo
en este contexto, como se discute en la Secciéon 5.

3.3. Complejidad y escalabilidad del marco SMEF

El célculo de los valores de Shapley presenta una complejidad exponencial
(2F) respecto al niimero de bloques modulares L (Shapley, 1953). En el contexto
de la Ingenieria de Software Cuantico (Q-SE), esta carga computacional es
aceptable, dado que SMEF se concibe como una herramienta de evaluaciéon
offline, orientada a la precision diagnostica en tareas de auditoria, validaciéon y
detecciéon de errores, mas que a la ejecucién masiva o en tiempo real.

La viabilidad del marco radica en que su escalabilidad depende exclusivamente
del nivel de abstracciéon modular (L) adoptado por el analista y no del namero
de qubits, la profundidad del circuito ni la dimensionalidad del espacio de Hilbert
(Johnston et al., 2019). Esto permite aplicar SMEF a algoritmos cuanticos
complejos siempre que se mantenga una particiéon funcional con seméntica clara
y un numero controlado de bloques.

Para escenarios en los que L resulte elevado, el marco es compatible con el uso
de técnicas de muestreo o aproximacion de valores de Shapley, ampliamente
estudiadas en la literatura, como mecanismos para reducir el costo computacional
sin perder interpretabilidad funcional. En particular, métodos basados en muestreo
de permutaciones aleatorias (por ejemplo, aproximaciones de tipo Monte Carlo)
permiten estimar los valores de Shapley con garantias estadisticas, reduciendo
significativamente el costo computacional para valores grandes de L (Castro et al.,
2009; Fatima et al., 2008).

4. Caso de estudio I: Biisqueda en hipercubo (SKW)

En esta seccion se instancia el marco SMEF sobre el algoritmo de busqueda
en hipercubo SKW (Shenvi-Kempe-Whaley) (Kempe, 2003; Portugal, 2013;
Shenvi et al., 2003), con el objetivo de evaluar su capacidad para descomponer
cuantitativamente la contribucién funcional de los principales bloques del
algoritmo desde una perspectiva de Ingenieria de Software Cuantico (Q-SE).

Se emplea el modelo canénico de caminata cuantica acuniada sobre el hipercubo
Qn, en el cual cada iteracion combina un oraculo de fase R’ que marca el vértice
objetivo |t), una moneda de Grover G y un operador de desplazamiento tipo
flip—flop S. El paso unitario marcado se expresa como:

U =S(G®In,)R, (18)

fijando el orden fisico de ejecucion R’ — G — S, el cual se preserva estrictamente
en la construccion de prefijos y coaliciones dentro del marco SMEF.
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4.1. Instanciacion de SMEF en SKW

Desde la perspectiva de SMEF, el circuito se particiona en tres bloques
funcionales:

B=1{0,G, 8}, (19)

donde O = R’ denota el oraculo de fase. Esta particién refleja unidades funcionales
con seméantica operacional bien definida y constituye el nivel de abstraccion sobre
el cual se realiza el anélisis.

Para la evaluaciéon funcional se consideran dos observables representativos:

Hprob = _|t><t|7 Hener = _7A - |t><t|a (20)

correspondientes, respectivamente, a la probabilidad de éxito y a un criterio
energético que incorpora informacion estructural del grafo. En ambos casos, la
métrica operacional se define como:

My () := (Y[HI), (21)

siguiendo la convencién de valor global de SMEF, donde valores menores indican
mejor desempeno funcional.

Los valores de Shapley por paso se obtienen aplicando el mecanismo de
atribucion definido en la Seccion 3.1, evaluando la funcién de valor sobre todas
las coaliciones posibles asociadas a la particion funcional definida en (19).

4.2. Resultados de atribucién funcional

Consideramos un hipercubo de dimensiéon n = 8 y analizamos el paso ¢t = 18,
cercano al 6ptimo tedrico. La Fig. 1 muestra las contribuciones funcionales por
bloque obtenidas bajo el observable energético Hepe,-

El oraculo (O) aporta la contribucién positiva dominante, mientras que
la moneda de Grover (G) presenta una contribuciéon negativa transitoria y el
operador de desplazamiento (S) contribuye positivamente en menor magnitud.
Este perfil es coherente con el rol esperado de cada bloque en la dindmica del
algoritmo y valida la capacidad de SMEF para capturar dicha estructura funcional
de manera cuantitativa.

La contribucion negativa observada para la moneda de Grover no debe
interpretarse como un comportamiento defectuoso, sino como una consecuencia
del criterio funcional adoptado. En el marco de SMEF, una contribucién
negativa indica que, en combinacion con ciertas coaliciones, el bloque incrementa
transitoriamente el valor de la métrica de costo, alejando momentaneamente al
estado del objetivo definido por el observable energético. Este comportamiento
refleja la naturaleza no mondtona de la dinamica de la caminata cuéntica y el rol
exploratorio de la moneda dentro del algoritmo.
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[INFO] n=8 | °517.77 | floor=17 | nearest=18 | corr(E_ener, p_succ)s0.995
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Figura 1. Descomposicion funcional por paso bajo la métrica Hener (n = 8, vértice
objetivo |0)). La ventana muestra pasos alrededor del 6ptimo teérico topt = 19.

4.3. Deteccion y localizacién de anomalias

Para evaluar el uso de SMEF como herramienta de verificacion y depuracion, se
introduce deliberadamente un error funcional en el oréculo de fase, reemplazando
la fase correcta m por un valor 6 # 7. Esta modificacion no altera la estructura del
circuito ni la secuencia de bloques, sino Gnicamente el comportamiento funcional
del oréculo.

SMEF-E (BUG: fase incorrecta en el oraculo) | mode=energetic | n=8, target=0 | ventana top: + 4

max |2 ¢~ AE| = 1.85e-01

0.025
0.000
—0.025
=0.050
-0.075

-0.100

- AF
== el
3
- a0
== O (oréculo)

= G (moneda)
. 5 (shift)

-0.125

-0.150

Contribucién por paso ¢,(t) (misma unidad que AEy)

-0.175

Paso t

Figura 2. Perfil funcional bajo una implementacion defectuosa del oraculo (6 # ).

La Fig. 2 muestra el perfil de contribuciones resultante bajo esta
implementacion defectuosa, donde la contribucién asociada al oraculo se
desalineada sistematicamente respecto del caso correcto.
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Este efecto se cuantifica mediante el residuo de eficiencia por paso:

e(t) =D dplt) — AE|, (22)

pEB

donde AE; := My (pr+1) — Mpu(pi) denota la variacion de la métrica funcional
inducida por el bloque completo en el paso t. En una implementacién correcta se
tiene e(t) = 0 (salvo error numérico), mientras que bajo el bug de fase el residuo
se vuelve sisteméticamente distinto de cero.

Para los parametros considerados, se observa un residuo maximo e(t) =
1,85 x 10! en la vecindad del 6ptimo, lo que permite localizar de manera
inequivoca el error en el bloque del oriculo sin necesidad de inspeccionar el
circuito a nivel de compuertas.

5. Caso de estudio II: Aplicaciéon a la estimacion de fase
del algoritmo de Shor

La estimacion de fase cuantica (QPE) constituye el nicleo funcional del
algoritmo de Shor (Shor, 1997). En este caso de estudio se instancia SMEF sobre
dicha etapa con un objetivo doble, en correspondencia directa con el esquema
aplicado en el caso de estudio SKW: (i) analizar, mediante un analisis por prefijos,
coémo se construye progresivamente la senal de periodicidad a lo largo del circuito,
y (ii) cuantificar, a nivel global, la contribucion funcional de los bloques principales
mediante valores de Shapley, bajo un criterio operacional explicito.

5.1. Notaciéon y parametros de la instancia

Sea N el entero compuesto a factorizar y sea a un entero tal que ged(a, N) = 1.
El periodo (u orden) r es el menor entero positivo que satisface a” =1 (méd N).
La etapa cuantica implementa la estimacion de fase del operador unitario U, v
asociado a la multiplicacién modular sobre el registro de trabajo, por ejemplo:

Uy n|x) = |az méd N). (23)

El circuito utiliza un registro de conteo de m qubits, cuyo espacio de
medicion es {0,1,...,2™ — 1}, y un registro de trabajo que codifica los estados
computacionales relevantes del médulo N. Denotamos por y € {0,...,2™ — 1} el
resultado de medir el registro de conteo.

El observable de periodicidad se define como:

Hper = Y 1)l @ Lnorke (24)
yeM,
donde M, C {0,...,2™ — 1} es el conjunto de indices exitosos compatibles con

el periodo 7. Por construccion, para un estado evaluado luego de la lectura,
(1| Hper|¥h) coincide con la probabilidad Prly € M,].
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En un escenario de auditoria o testing, el conjunto M, puede construirse de
manera operativa a partir de hipotesis candidatas del periodo o ventanas de
aceptacion compatibles con fracciones racionales observadas en la distribucion de
salida, de forma coherente con el objetivo del analisis (Nielsen y Chuang, 2011;
Shor, 1997).

5.2. Particiéon modular

El circuito de estimacion de fase se descompone en los siguientes bloques
funcionales:

= By: inicializacién del registro de trabajo;

= Bj: aplicacién de compuertas Hadamard sobre el registro de conteo;
. ., k

» B, j: exponenciacion modular controlada U2 .

La etapa de lectura (aplicacion de QFT! y medicion) se considera un
post-procesamiento fijo de evaluacién y no un bloque funcional atribuible, en
coherencia con el criterio de éxito basado en la deteccién de periodicidad.

Sobre esta particiéon realizamos dos analisis complementarios, en
correspondencia directa con el esquema aplicado en el caso de estudio SKW:

1. Analisis por prefijos, que permite localizar cudndo se construye la senal
de periodicidad a lo largo de la ejecucion;

2. Atribucién global mediante valores de Shapley, que permite cuantificar
cudnto aporta cada bloque al desempeno funcional global.

Analisis por prefijos con observable de periodicidad Sea S, = (By, ..., By)
una secuencia de prefijos anidados que preserva el orden fisico de ejecucién. Sea
|1s,) €l estado inducido por el prefijo antes de la lectura y definimos el estado
evaluado como:

|1;Sb> = (QFTT ® Iwork)lwsb>' (25>
En consecuencia,

Eper(Sy) = (s, | Hper|s,) = Prly € M, | Sy]. (26)

Siguiendo la convencion global de SMEF, la métrica funcional se interpreta
como costo:

Mhp,..(Sp) = —Eper(Sb). (27)

El valor del prefijo como mejora respecto de un prefijo de referencia St
(tipicamente el prefijo vacio) queda:

v(Sp) = Eper(sb) - Eper(Sref)7 (28)

con v(Syer) = 0.
La contribucién marginal secuencial del bloque incorporado en el paso b se
define como:

Ay = U(Sb) - U(Sb_1) = Eper(Sb) — Eper(Sb—l), b>1. (29)
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5.3. Valores de Shapley a nivel de circuito usando el observable de
periodicidad

Complementando el anélisis por prefijos, se calculan valores de Shapley a
nivel de circuito completo, modelando cada bloque funcional como un jugador
distinguible de un juego cooperativo.

Sea

B = {BQ,Bl,Bgﬁo,...,BQ,m_l} (30)

el conjunto de bloques funcionales considerados. El orden fisico de ejecucion se
mantiene fijo y la lectura se trata como un post-procesamiento comin a todas
las evaluaciones.

Coaliciones Para una coalicion C' C B, el circuito efectivo se construye
preservando el orden fisico de los bloques y sustituyendo por la identidad aquellos
bloques ausentes. Sea |i)¢) el estado resultante previo a la lectura, y se define:

o) = (QFTT ® Iyork) [toc). (31)

Meétrica funcional y funcion de valor La probabilidad de éxito asociada al
observable de periodicidad es:

Eper(c) = <1[)C|Hper|'(/;C>' (32)

Siguiendo la convencion global de SMEF, la métrica funcional se interpreta
como costo:

My, (C) = = Eper(C), (33)

y la funciéon de valor queda:

0(C) = Eper(C) = Eper (D). (34)

Atribuciéon mediante valores de Shapley Sobre la funcion de valor v(C) se
define el valor de Shapley asociado a cada bloque i € B conforme a la definicion
estandar. En particular, se satisface la propiedad de eficiencia:

> ¢ =v(B), (35)
i€B
garantizando que la suma de las contribuciones funcionales reproduce exactamente
la mejora global inducida por el circuito completo.

La Figura 3 muestra los valores de Shapley obtenidos para cada bloque
funcional en la etapa de estimacion de fase del algoritmo de Shor, para la
instancia (N = 21,a = 2), donde N denota el entero compuesto a factorizar y a
un entero coprimo con N que define el operador de multiplicacion modular.

El grafico evidencia una contribucion dominante de los bloques de preparaciéon
y superposiciéon, asi como una distribucién progresiva de las contribuciones
asociadas a los bloques de fase, coherente con el rol funcional esperado de cada
componente dentro de la QPE.
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SMEF-E con Shapley completo para Shor (N=21, a=2)

-0.14 EEm Blogues de preparacién | superposicién
= Bloques de fase B2_phase k

ol 5y » % ¥ 7 x
@ = s & & *53/

2 § § ?g ad
& & < @ &

Figura 3. Valores de Shapley por bloque en la etapa de estimacion de fase del algoritmo
de Shor para la instancia (N = 21,a = 2).

Sobre el uso de un observable energético en Shor Con fines comparativos,
se evalud adicionalmente un observable ad hoc de tipo energético, expresado
como un operador hermitiano funcional con interpretacion energética (i.e., un
Hamiltoniano):

HShor = _’)’Kcount ® Iwork - Hpera (36)

ener

donde K ount es un operador diagonal definido sobre el registro de conteo y v > 0
es un peso escalar.

El parametro ~ regula el peso relativo del término K oyt frente al observable
de periodicidad Hper. En este trabajo se adopta un valor fijo de v con fines
comparativos, sin pretender optimizar dicho Hamiltoniano energético, dado que
el objetivo es analizar la sensibilidad del marco SMEF a la eleccion del observable
funcional y no ajustar un operador energético especifico.

A diferencia del caso de estudio SKW, donde el objetivo del algoritmo puede
interpretarse de manera geométrica como la localizacion progresiva de amplitud
en un vértice objetivo del hipercubo, la etapa de estimacion de fase del algoritmo
de Shor se basa en una estructura esencialmente interferencial. En SKW, el
uso de un Hamiltoniano energético resulta adecuado porque la dindamica del
algoritmo puede asociarse de forma directa con una nociéon de distancia funcional
al objetivo, permitiendo que variaciones en la expectativa energética reflejen de
manera coherente el progreso del algoritmo.

En cambio, en la QPE de Shor el éxito no se define por la concentracion
espacial de amplitud, sino por la alineacién global de fases que codifican el periodo
buscado. En este contexto, los observables de tipo energético no capturan de
manera directa la estructura de fase responsable del éxito del algoritmo y pueden
introducir senales que no se corresponden con el criterio operacional principal.

La Figura 4 ilustra empiricamente esta limitacién mediante las contribuciones
marginales tipo Shapley calculadas con HS''. En particular, se observa que
los bloques de exponenciacién modular controlada presentan contribuciones
practicamente nulas, mientras que las contribuciones se concentran en los bloques
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de preparacion y lectura. Este resultado confirma que el observable energético no
es sensible a la dinamica interferencial que determina el éxito del algoritmo.

indice de blogue b

Contribuciones marginales tipo Shapley (HZhrfas¢)
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Figura 4. Contribuciones marginales tipo Shapley por bloque funcional en la etapa de
estimacion de fase del algoritmo de Shor, calculadas utilizando el observable energético
HES

6. Conclusion

En este trabajo se presentd un estudio sisteméatico de la atribuciéon funcional
en algoritmos cuénticos mediante la aplicacion de SMEF a dos arquitecturas
representativas: la busqueda SKW sobre hipercubos y la etapa de estimacion
de fase (QPE) del algoritmo de Shor. En ambos casos, los resultados obtenidos
muestran que el marco permite descomponer el comportamiento global del
circuito en contribuciones funcionales coherentes con el rol esperado de sus
bloques constitutivos.

Las instanciaciones consideradas evidencian que el mecanismo de atribucion
basado en valores de Shapley produce descomposiciones consistentes bajo distintas
métricas funcionales y arquitecturas cuénticas estructuralmente diferentes. En
particular, la combinacion de analisis por prefijos y atribuciéon funcional global
permite identificar no solo la magnitud de la contribucién de cada bloque, sino
también su relevancia funcional a lo largo de la ejecucion del algoritmo.

Desde el punto de vista metodologico, la validaciéon experimental se centra
en la propiedad de eficiencia, la cual se verifica explicitamente en ambos casos
de estudio y se utiliza como criterio diagnoéstico para la detecciéon y localizaciéon
de anomalias funcionales. Este enfoque resulta especialmente adecuado para
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evaluar la consistencia numérica y seméntica de las descomposiciones obtenidas
sin recurrir a la inspeccion a nivel de compuertas.

Asimismo, la comparacion entre SKW y Shor pone de manifiesto la
importancia de seleccionar observables funcionales coherentes con la naturaleza
operacional del algoritmo analizado. Mientras que en algoritmos con una
interpretacion geométrica o espacial, como SKW, los observables de tipo energético
resultan adecuados para capturar el progreso funcional, en algoritmos de
naturaleza esencialmente interferencial, como la QPE de Shor, el uso de operadores
de periodicidad o proyectores de fase constituye una eleccion méas apropiada. Esta
observacion permite formular heuristicas de aceptabilidad practica que orientan
la aplicacién del marco en distintos contextos.

En términos de viabilidad préactica, los resultados indican que SMEF es
aplicable al analisis de algoritmos cuénticos complejos siempre que se adopte una
particion funcional interpretable, con un nimero acotado de bloques de semantica
clara. Si bien el calculo exacto de valores de Shapley presenta una complejidad
exponencial en el nimero de bloques, esta limitaciéon es coherente con el nivel de
abstraccion considerado y con los objetivos de evaluacion funcional perseguidos.
El estudio de estrategias de aproximacién o muestreo se plantea como una linea
de trabajo futura.
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