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Prologo

Como su titulo lo indica, este libro esta pensado como texto basico para un primer
curso, de duracion semestral, sobre Ecuaciones Diferenciales. Aunque algunos de sus
contenidos se han tomado de las Refs. [1-10], contiene numerosos aportes propios. En
efecto, esta basado en los apuntes de clase que los autores elaboramos durante los diversos
periodos en que tuvimos a cargo la asignatura Matematicas Especiales II, correspondien-
te al tercer afio de la carrera de Licenciatura en Fisica de la Universidad Nacional de La
Plata. Por consiguiente, pone énfasis en aquellos aspectos que son de utilidad en la mode-
lizacion y resolucion de problemas que plantea dicha disciplina cientifica. Por esta razon,
entendemos que puede resultar igualmente util para cursos destinados a alumnos/as de
otras disciplinas directamente relacionadas con la Fisica, como la Ingenieria, las Ciencias
Astronomicas y Geofisicas. Al escribirlo, hemos dado por descontado que su lector/a ha
adquirido, previamente, una formacion basica sobre Analisis Matematico en una y varias
variables reales y en variable compleja, asi como sobre Algebra y Algebra Lineal.

Convencidos de que no se puede comprender profundamente la Fisica sin abordar se-
riamente el estudio de su principal herramienta, la Matematica, hemos cuidado al maximo
la rigurosidad. Por esa causa, damos la demostracion de cada aseveracion que la requiere,
con la sola excepcion de aquellos temas que corresponden a los contenidos de asignaturas
previas de Matematica o que se demuestran mas naturalmente con herramientas que se
obtendran en cursos posteriores.

El libro contiene numerosos ejemplos resueltos, destinados a consolidar la compren-
sion de los topicos desarrollados, junto con 52 figuras ilustrativas. Incluye, también, un
buen numero de ejercicios propuestos. Algunos de ellos apuntan a desarrollar en el/la
estudiante la capacidad de resolver ecuaciones diferenciales. Otros, estan destinados a
profundizar su dominio de la estructura matematica asociada con el tema.

El breve capitulo I contiene las definiciones basicas e introduce las propiedades fun-
damentales de las ecuaciones diferenciales lineales. El capitulo II se dedica al estudio
de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones ordinarias, con énfasis en la resolucion de
problemas de condiciones iniciales. En la seccion II.1 de este capitulo, se detallan las
propiedades generales de este tipo de ecuaciones. En la seccion I1.2 se enumeran técnicas
que permiten resolver algunos casos de facil resolucion, En la seccion 11.3 se presentan
las generalidades de los problemas de condiciones iniciales, incluyendo el teorema de
existencia y unicidad de la solucion (de Picard) para sistemas de primer orden con condi-
ciones iniciales. También se considera la reduccion de problemas de condiciones iniciales
para ecuaciones diferenciales de drdenes superiores a problemas de condiciones inicia-
les para sistemas de primer orden. En la seccion 11.4 se estudia, en particular, el caso de
problemas iniciales para sistemas de ecuaciones ordinarias lineales de primer orden, po-
niendo especial énfasis en las técnicas basadas en el uso de la matriz fundamental (para
sistemas lineales homogéneos) y de la matriz de Green causal (para sistemas lineales in-
homogéneos). En la seccion I1.5 se aborda el estudio de ecuaciones diferenciales lineales
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de o6rdenes superiores con técnicas que no requieren su reduccion a sistemas de ecua-
ciones de primer orden. Finalmente, la seccion I1.6 contiene una breve introduccion a la
Teoria de Distribuciones y aplicaciones de tales conceptos a la definicion de matrices y
funciones de Green causales.

El capitulo III esta reservado al estudio de problemas de condiciones de contorno para
ecuaciones diferenciales ordinarias. En la seccion III.1 de este capitulo, se estudian los
problemas de Sturm-Liouville, tanto con coeficientes analiticos como con coeficientes
singulares, los tipos de condiciones de contorno compatibles con el caracter autoadjunto
del correspondiente operador diferencial de segundo orden, los autovalores y autofun-
ciones de operadores de Sturm-Liouville, las correspondientes funciones de Green y sus
desarrollos en autofunciones. En la seccion II1.2 se presenta la técnica de resolucion de
ecuaciones lineales homogéneas mediante desarrollos en series de potencias, se introdu-
cen las funciones especiales de uso mas frecuente en Fisica y se examinan sus principales
propiedades.

En el capitulo 1V se estudian la serie de Fourier y algunas transformadas integrales.
La seccion IV.1 estd dedicada a la presentacion de la serie de Fourier en sus diversas
variantes. En la seccion IV.2 se presenta la transformada integral de Fourier y se demues-
tran sus principales propiedades. Finalmente, en la seccion IV.3 se aborda el estudio de la
transformada integral de Laplace.

En el capitulo V se consideran las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
Luego de dar una breve introduccion al problema (seccion V.1), se aborda la clasifica-
cion de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constan-
tes (seccion V.2). En la seccion V.3 se presenta el método de separacion de variables,
que se utilizard a menudo en las secciones posteriores. La seccion V.4 se dedica al estu-
dio de la ecuacion de propagacion de ondas en una dimension espacial, paradigma de las
ecuaciones diferenciales lineales hiperbdlicas. En la seccion V.5 se realiza el estudio de
la ecuacion de difusion en una dimension espacial, ejemplo principal de las ecuaciones
diferenciales lineales parabdlicas. La seccion V.6 esta reservada al estudio de la ecuacion
de Laplace, arquetipo de las ecuaciones diferenciales lineales elipticas y, sin duda, una de
las ecuaciones de mas frecuente aparicidon en el planteo matematico de problemas de la
Fisica. En la seccion V.7 se utilizan los conocimientos adquiridos en la seccidon anterior
para resolver ecuaciones hiperbdlicas y parabdlicas en mas de una dimension espacial.

Finalmente, hemos querido terminar este libro, en el capitulo VI, con una presenta-
cion detallada de como el Principio de Hamilton, que desempefia un papel preponderante
en la Fisica, conduce a la obtencion de ecuaciones diferenciales ordinarias, en el caso
de sistemas con un nimero finito de grados de libertad (seccion VI.1), y de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, en el caso de sistemas continuos (seccion VI1.2).

Los tres apéndices contienen material complementario.
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Capitulo 1

Introduccion






I.1 CONSIDERACIONES GENERALES

I.1. Consideraciones generales

Al estudiar fendmenos fisicos, en general, se encuentran leyes que no vinculan entre
si a las magnitudes que caracterizan el fendmeno, sino que involucran relaciones entre
esas magnitudes y sus derivadas. Asi, se obtienen ecuaciones que contienen no sélo la
funcion incognita (escalar o vectorial) sino, ademas, una o mas derivadas de la misma.
Tales ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales, y su estudio sera el objetivo principal
de este libro.

Un ejemplo basico es la ley de desintegracion radiactiva. Se sabe que el numero de
nucleos atomicos dN que decaen en un intervalo de tiempo pequeiio dt es proporcional
al nimero de nucleos presentes N (t). Este hecho conduce a la relacion

dN (t)
dt
con k constante, que es una ecuacion diferencial para N (t).

El segundo ejemplo que podemos mencionar es la Segunda ley de Newton para una
particula de masa constante m que se mueve en una dimension espacial bajo la accion de
una fuerza F'. Si z denota la posicion de la particula y la fuerza F' depende del tiempo
t, de la posicion z y de la velocidad v = dz/dt de la particula, la ley ' = ma, con
a = d*z/dt? 1a aceleracion de la particula, conduce a

= —kN(t), (1.1.1)

— =F(t,z,— 1.2
m <7$7 dt)’ (I )

que es una ecuacion diferencial para la posicion en funcion del tiempo x(¢).
En forma similar, para una particula que se mueve en el espacio tridimensional, a
partir de la misma ley de movimiento se tiene
d*r dr

mﬁ = F(t, T, E) s (113)

donde el vector r(t), de componentes cartesianas x(t), y(t) y z(t), denota la posicion de
la particula y el vector F(t, 7, %) una fuerza dependiente del tiempo ¢, el vector posicion
r y el vector velocidad v = dr/dt. La ecuacion (1.1.3) es, en realidad, un sistema de tres
ecuaciones diferenciales acopladas para z(t), y(t), z(¢). En forma explicita,

d2z de dy dz
md}z‘_Q - Fx(t7$79727$a$73)
’y dz dy dz
m@ - Fy(tw/ﬂay?ZaEaEa%) (114)
d?z dx dy dz
az Fz(@%%%%aaya)

Finalmente, otro ejemplo de ecuacion diferencial es la ecuacion de Laplace, que tra-
taremos en detalle mas adelante en este libro. Tal ecuacion tiene una importancia funda-
mental en distintas areas de la Fisica. En tres dimensiones y en coordenadas cartesianas,
esta ecuacion se escribe:

P  p Do

= 1.5
Ox? + Oy? + 022 0, (1.1.5)

3



1.2 DEFINICIONES BASICAS

donde la funcion incdgnita ¢ depende ahora de tres variables z,y, z. La ecuacidon de
Laplace, a diferencia de los ejemplos anteriores, es una ecuacion diferencial en derivadas
parciales.

Como veremos, esta ecuacion surge en el planteo de distintos problemas fisicos. Por
ejemplo, ¢ puede representar el potencial electrostatico en ausencia de cargas, o también
la temperatura estacionaria en un material conductor en ausencia de fuentes o sumide-
ros de calor, e incluso, si eliminamos la variable z, la altura de una membrana elastica
tensa, en situacion estacionaria. Esta coincidencia no es infrecuente en Fisica: fenome-
nos y magnitudes fisicas muy distintas pueden ser descriptas por una misma ecuacion
diferencial, dando lugar a analogias fisicas. S6lo la interpretacion (y las unidades!) seran
distintas.

1.2. Definiciones basicas

Definicion 1.2.1 Una ecuacion en la cual la funcion incognita aparece afectada por una
o mas derivadas se llama ecuacion diferencial (e.d.).

Definicion 1.2.2 Si, en la e.d., la funcion incognita es funcion de una sola variable (como
ocurre en (1.1.1), (1.1.2) y (1.1.3)), la e.d. se denomina ecuacion diferencial ordinaria.
Una e.d. ordinaria puede escribirse como

du d*u

Flt,u,—, —, ..
(tu, dt’ dt?’

) =0, (1.2.1)
donde la incégnita es la funcion u(t).

Definicion 1.2.3 Si, en cambio, la funcion incognita es funcion de dos o mas variables
(como ocurre en (1.1.5)), la e.d. se denomina ecuacion diferencial en derivadas parcia-
les. Por ejemplo, en el caso de dos variables, una ecuacion de este tipo puede escribirse
como

Jdu du Pu 0*u O%u
"0x’ Oy’ 0x?’ Oxdy’ Oy

F(z,y,u ) =0, (1.2.2)

donde la incégnita es la funcion u(x y).

En general, en Fisica, el estudio de sistemas con nimero finito de grados de libertad
conduce a ecuaciones diferenciales ordinarias (ver capitulo VI), mientras que el estudio
de medios continuos conduce a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Definicion 1.2.4 Se llama orden de una e.d. al orden de la derivada de mayor orden de
la funcion incognita que figura en la ecuacion. Por ejemplo, (1.1.1) es de orden uno, o de
primer orden, mientras que (1.1.2), (1.1.3) y (1.1.5) son de orden dos, o de segundo orden.
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1.2 DEFINICIONES BASICAS

Una ecuacidn diferencial ordinaria de orden n puede, entonces, escribirse en la forma
general

du d™u

Ftu, 2 2
(s e )

=0. (1.2.3)

La determinacion de la funcidn incognita es el problema fundamental que ataca la
teoria de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.2.5 Se /lama solucidon de una e.d. a una funcion que, sustituida en la e.d., la

satisface.
Por ejemplo, N(t) = Ce ™, con C constante arbitraria, es solucién de 1.1.1. En
efecto,
dN (t
% = —Cke™ = —kN(t).

La constante arbitraria C' queda determinada si se conoce N a un dado tiempo. Por
ejemplo, si

N(0) = Ny, (1.2.4)

resulta C' = Ny, y se tiene N(t) = Noe ™.
La ecuacion (1.1.1) y la condicion inicial (1.2.4) constituyen un problema de condi-
ciones iniciales.

Definicion 1.2.6 E! proceso de determinacion de las soluciones de una e.d. se llama re-
solucion o integracion de la ecuacion.

Tal proceso puede ser simple, como en el caso anterior pero, en general, se hace ne-
cesario utilizar métodos aproximados, que suelen conducir a una integraciéon numeérica.
Otras veces, puede interesarnos conocer solo ciertas propiedades de las soluciones, como
su comportamiento frente a pequefas variaciones de las condiciones iniciales (problemas
de estabilidad) o adquirir una idea grafica de su comportamiento, graficando campos de
derivadas o curvas equipotenciales.

La resolucioén de una e.d. de orden n requiere n integraciones, con la consiguiente
aparicion de n constantes de integracion. Surge, entonces, la siguiente definicion:



1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Definicion 1.2.7 Una solucion de la e.d. en que una o mas de esas n constantes toman un
valor particular se llama solucion particular de la e.d.. La solucion con las n constantes
indeterminadas se llama solucion general de la e.d..

Como veremos durante el desarrollo de este libro, en los problemas de interés fisico
se proveen, ademas de la (o las) ecuaciones diferenciales, ciertos datos o condiciones
complementarias que permiten determinar las constantes en la solucién general. Tales
condiciones pueden ser de distintos tipos: condiciones de Cauchy (como ocurre en los
problemas de valores iniciales para ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales
que estudiaremos en primer lugar) o condiciones de contorno, como los que apareceran
cuando consideremos el problema de Sturm-Liouville. En general, al resolver problemas
asociados con ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, deberan imponerse tanto
condiciones iniciales como de contorno. En todos los casos, adoptaremos esta definicion,
debida a Jacques Hadamard [2]:

Definicion 1.2.8 Un problema que involucra ecuaciones diferenciales se [lama bien plan-
teado si:

1. Tiene solucion.
2. Su solucion es unica.

3. La solucion depende de modo continuo de las condiciones complementarias y de
todos los parametros del problema.

1.3. Ecuaciones diferenciales lineales

Un caso que merece sin duda especial consideracion es el de las ecuaciones diferen-
ciales lineales. Estas desempefian un papel fundamental en la Fisica. Tanto la ecuacion
de Laplace (1.1.5), como la ecuacion de Schrédinger de la Mecéanica Cuantica y las ecua-
ciones de Maxwell del electromagnetismo (en su forma diferencial y en el vacio), son
ejemplos de ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

Definicion 1.3.1 Una ecuacion diferencial es lineal si, en la ecuacion (1.2.1) o (1.2.2), F'
es una funcion lineal de la funcion incognita y todas sus derivadas (aunque no necesa-
riamente de la variable independiente).

Asi, para u escalar, la ecuacion diferencial lineal ordinaria de orden n mas general
puede escribirse como

n n—1
an(t)% + an_l(t)(jltn—_qf + ... Fao(t)u= f(t), a,(t) #0, (1.3.1)
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donde los coeficientes a,,(t), m = 0, ..., n son, en general funciones de ¢.
La ecuacion (1.3.1) suele escribirse en la forma

Llu] = f(t), (1.3.2)
donde

dm

m=0

(1.3.3)

es un operador diferencial lineal, es decir que, si ¢; y ¢o son constantes y u; (1), us(t)
funciones n veces derivables,

L[clul(t) + CQUQ(t)] = clL[ul (t)] + CQL[U2<t)] . (134)

Esta propiedad define la linealidad de L. Aclaremos que el operador L queda en reali-
dad completamente definido cuando, ademas de su expresion diferencial, se especifica su
dominio.

Definicion 1.3.2 La ecuacion diferencial lineal se denomina homogénea si f(t) = 0.
Esta es entonces de la forma
Liu]=0

con L un operador diferencial lineal. Si f(t) # 0 la ecuacion diferencial lineal se deno-
mina inhomogénea.

Un ejemplo simple de ecuacion diferencial ordinaria lineal y homogénea es la ecuacion
(1.1.1) de la desintegracion radioactiva. La ecuacion (1.1.2) serd lineal sélo cuando la
fuerza F' sea una funcion lineal de = y dz/dt (o de las componentes de r y dr/dt en
(1.1.3)). Por ejemplo, este es el caso de una particula de masa m sujeta a un resorte de
constante k£ y sometida a una fuerza adicional que depende explicitamente del tiempo,
f(t). Considerando por simplicidad que se mueve en una dimension espacial, y denotando
ahora la posicion de la particula por u(t), la correspondiente ecuacion de movimiento es

d*u

que podemos escribir como
d2
L] = f(t), Lu= md—;‘ + ku

donde L es claramente un operador lineal (ay(t) = m, a;(t) = 0, ap(t) = k en (1.3.1)).
Esta ecuacion constituye por lo tanto una ecuacion diferencial lineal ordinaria de segundo
orden. Sera homogénea en el caso de fuerza externa nula (f(¢) = 0). El agregado de una
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fuerza de roce proporcional a la velocidad (F,. = _7%) no altera el caracter lineal de la
ecuacion diferencial, aun si los parametros m, k£ y v dependen explicitamente del tiempo.

De manera analoga, una ecuacion diferencial lineal en derivadas parciales para una
funcién u escalar que dependa de dos variables x, y, es de la forma

au—l—a@—i—aa—ujta @—l—a ﬂ—i—a @—i— = f(z,y) (1.3.5)
0 “or Yoy oxr oxoy  oyr T Y o

donde todos los coeficientes ag, G, @y, Ay - . . pueden ser funciones de (x,y). Esta ecua-
cién puede también escribirse como

Llu] = f(z,y),
donde

ou N 0*u N 0%u N 0%u N
— + Qgp g Qyy—=—s + ...
dy 0x? Yoxoy Y oy?

0
Liu] = ap + az=— + a,

o (1.3.6)

es un operador diferencial lineal: Si ¢; y 2 son constantes y u;(x, y), uz(x, y) funciones
con derivadas parciales hasta el mayor orden que aparece en [, nuevamente

Llcyuy (z,y) + coup(w, y)] = e1 L{us (2, y)] + caL[ua(z, y)] -

Como en el caso ordinario, la ecuacion diferencial lineal en derivadas parciales se
denomina homogénea si f(z,y) = 0 e inhomogénea si f(z,y) # 0. La extension al caso
de tres o mas variables es inmediata.

La ecuacion de Laplace (1.1.5) es un ejemplo de ecuacion diferencial en derivadas
parciales lineal y homogénea. Suele escribirse como

Ap=0, (1.3.7)

donde
0? 0? 0?

= @ + a—yz + @ (1.3.8)

es el laplaciano (en tres dimensiones y expresado en coordenadas cartesianas), un opera-
dor diferencial /ineal que desempena un papel central en la Fisica.

Un ejemplo de ecuacion diferencial lineal inhomogénea en derivadas parciales es la
que determina el potencial electrostatico en presencia de una distribucion de carga dada

p(,y, 2):
Ap = f(z,y,2), (1.3.9)

con f(z,y,z) = —p(z,y,z2)/e, donde ¢ es la permitividad del medio. Esta ecuacion
recibe el nombre de ecuacion de Poisson.



.4 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES

1.4. Propiedades fundamentales de las ecuaciones dife-
renciales lineales

Ya hemos mencionado que las ecuaciones diferenciales lineales aparecen a menu-
do en la descripcion de fendomenos fisicos. Sus propiedades matematicas son igualmente
sobresalientes. Debido a la linealidad de L, es posible derivar en forma inmediata cier-
tas propiedades fundamentales de las soluciones de estas ecuaciones, aun sin conocerlas
explicitamente.

Consideremos primero la ecuacidn lineal homogénea

Llu] =0. (1.4.1)

Propiedad 0: Existencia de solucion trivial:

La solucion idénticamente nula w = 0 (VY t en el caso ordinariooV x, vy, . . . en el general),
es siempre una solucion de (1.4.1), denominada solucion trivial.

Esto es inmediato de las expresiones (1.3.1) y (1.3.5), ya que todas las derivadas de
la funcién nula son también nulas. Formalmente, es consecuencia directa de la linealidad
de L, dado que si ¢ es una constante, L{cu] = cL[u] y por lo tanto, para ¢ = 0 tenemos
L[0] = L[0u] = 0L[u] = 0. Destaquemos, no obstante, que la solucion trivial no es, en
general, la Gnica solucion posible de (1.4.1).

Propiedad 1: Superposicion

Si uy y ug son dos soluciones de la ecuacion homogénea (1.4.1), de modo que satisfa-
cen L[ui] = Lfus] = 0, la combinacion lineal u = cyuy + coug es también solucion de
(1.4.1) ¥ ¢, co. Esto es muy facil de probar debido al carécter lineal del operador L:

Liu] =0, Llus) =0 = Llcius + cous] = c1Lug] + caLfug] = 0.

Es también inmediato demostrar esta propiedad para combinaciones lineales de un nume-
ro finito de soluciones. Ademas, es evidente que esta propiedad es valida tanto para ecua-
ciones lineales homogéneas ordinarias como en derivadas parciales.

Las consecuencias de esta propiedad evidente de las ecuaciones diferenciales linea-
les son importantisimas para la Fisica. Por ejemplo, en el caso de la masa unida a un
resorte, implica que si u;(t) y us(t) son dos soluciones posibles para la posicion de la
particula (correspondientes a distintas condiciones iniciales), cualquier combinacion li-
neal cyuy(t) + cous(t) es también solucion, es decir, es también un movimiento posible
de la particula!, que corresponde a otra condicion inicial. Ademas, permite descompo-
ner soluciones de aspecto complejo como combinacion lineal de soluciones mas simples.
Utilizaremos esta técnica repetidamente en secciones posteriores.

Desde un punto de vista mas matematico, y en particular en el contexto del Algebra
Lineal, las propiedades 0 y 1 anteriores implican que el conjunto de todas las soluciones
de la ecuacion lineal homogénea es un espacio vectorial (sobre el cuerpo de los reales o
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complejos). Veremos mas adelante (ver la seccion I1.3.2) que en el caso de una ecuacion
diferencial lineal ordinaria de orden n, es un espacio vectorial de dimension n, mientras
que, en el caso de una ecuacion diferencial en derivadas parciales (con dos o mas varia-
bles), se trata de un espacio vectorial de dimension infinita.

Pasemos ahora a la ecuacion inhomogénea
Lul = f. (1.4.2)

Como consecuencia de la linealidad de L, resulta también inmediata la siguiente propie-
dad, no menos importante que las anteriores:

Propiedad 2: Solucion general de la ecuacion inhomogénea: Esta dada por la suma
de la solucion general u;, de la ecuacion homogénea L[u] = 0, mas una solucion particular
u,, (arbitraria) de la ecuacion inhomogénea:

Liul = f=u=u,+u, Lu, =0, Lu,=7Ff.

Demostracion: En primer lugar, si u, es una solucion de la ecuacion inhomogénea y
uyp, es una solucion de la ecuacion homogénea, u, + uy, es también solucion de la ecuacion
inhomogénea, ya que

Liu, +up] = L[u,| + L{up) = f+0=f.

En segundo lugar, si w, es otra solucion de la ecuacion inhomogénea, la linealidad de L
implica también
Llw, — up) = Llwy] — Llw)) = f — f =0,

de modo que la diferencia w, — u, es una solucion u, de la ecuacion homogénea. Por
lo tanto, podemos escribir cualquier solucion particular w, de la ecuacion inhomogénea
como

Wy = Up + Up ,

donde u,, es una solucion particular (arbitraria) de la ecuacion inhomogénea y u; una
solucién de la ecuacion homogénea.

Esto implica que para obtener la solucion general de la ecuacion inhomogénea, bas-
ta con conocer la solucion general de la ecuacion homogénea y una solucion particular
(cualquiera) de la ecuacion inhomogénea.

En el ejemplo de la particula unida a un resorte, esto muestra que para conocer el mo-
vimiento frente a una fuerza adicional con dependencia temporal explicita f(¢), debemos
primero determinar como se mueve la particula en ausencia de fuerza (f(t) = 0), encon-
trando la solucion general de la ecuacion homogénea y, luego, encontrar alguna solucion
particular en presencia de la fuerza f(¢). Finalmente, se deben sumar ambas soluciones.

Notese, sin embargo, que el conjunto de soluciones de la ecuacion inhomogénea no es
un espacio vectorial. Por ejemplo, la suma de dos soluciones particulares de la ecuacion
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inhomogénea no es una solucion particular de dicha ecuacion. Es valida en cambio la
siguiente propiedad de superposicion:

Propiedad 3: Si L[u;] = f1y Llus] = fo, entonces
Llcyuy + couo] = 1 L] + coLlus] = e1 f1 + ca fa.

En otras palabras, si f es combinacion lineal de f1y fo, f = c1f1 + c2f2, y se conocen
soluciones particulares u,; y uy, de Lju] = f1y L[u] = f,, entonces una solucion par-
ticular de L[u| = f estara dada por la combinacion lineal u, = cju, + couyy de estas
soluciones particulares.

En particular, si ¢ es una constante y L[u,] = f = Llcu,] = cL[u,] = cf. Si f se
multiplica por una constante, podemos pues obtener la correspondiente solucidon parti-
cular multiplicando la solucién para f también por dicha constante. En el ejemplo de la
particula unida a un resorte, si duplicamos la fuerza f(t), obtenemos una solucion particu-
lar duplicando la solucion particular para f(t). Esto parece muy intuitivo, pero en realidad
es valido en general solo cuando la ecuacion diferencial es lineal.

La presente propiedad de superposicion sugiere que si se puede expresar f en términos
de “componentes” f; mas “simples”, para las cuales se conocen las soluciones particulares
u;, entonces se conoce también una solucion particular para f:

m m m

=1 =1 =1

Como consecuencia de ello, en un sistema lineal la respuesta a una “sefial” arbitra-
ria (que corresponde matematicamente a la solucién a una ecuaciéon diferencial lineal
inhomogénea) puede obtenerse descomponiendo la misma en componentes simples (ya
sea armonicas de frecuencia definida, o concentradas en un intervalo de tiempo muy pe-
queno), para las que es mas facil obtener la respuesta (es decir, la solucion particular).
Luego se suman todas estas respuestas particulares. Veremos esta técnica en detalle mas
adelante, siendo su uso muy extendido en Fisica e Ingenieria. Més ain, veremos que
practicamente toda funcidén puede descomponerse en términos simples del tipo previo,
por lo que en sistemas lineales basta con conocer las respuestas a estas ultimas! De-
bido a la propiedad 3 es también posible construir una solucion particular de la ecua-
cién inhomogénea que es una funcion lineal de f: u, = G(f), con G(c1f1 + cafa) =

aG(f1) + G(f2).

Propiedad 4: Soluciones complejas para L real

En el caso en que todos los coeficientes a,, en (1.3.1), o todos los ay, a,, a,, etc. en
(1.3.5), son funciones reales, y tanto ¢ en (1.3.1) como z,y en (1.3.5) son también reales,
la linealidad de L permite el uso de una técnica muy extendida en toda la fisica y la inge-
nieria: Soluciones complejas. Con complejas nos referimos aqui a soluciones que tienen
parte real e imaginaria, es decir, que son funciones u : R — C en el caso de ecuaciones
ordinarias (o v : R™ — C en ecuaciones a derivadas parciales).
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Consideremos primero la ecuacion homogénea. Si existe una solucion compleja v =
u, + iu; de L[u] = 0, entonces tanto la parte real u, = Re(u) como la imaginaria u; =
Im(u) son soluciones (reales) de la ecuacion homogénea:

Liul=0 = L[Re(u)] =0, L[Im(u)]=0.
En efecto, como L{u] =0 =0+ i0y L es lineal, tenemos
Llu, +iu;) = L{u,] +iL[u;] = 0+10.

Como, ademas, L es real, tanto L|u,] como L[u;] son reales, por lo que la ecuacion ante-
rior implica
Liu,]=0, L] =0.

Por supuesto, tenemos también que, si u,. y u; son soluciones reales, entonces u = u,. +1u;
es también una solucidn (caso particular de la propiedad de superposicion).

El lector podra pensar para qué puede servir una soluciéon compleja en un problema
tipico donde u representa una magnitud fisica real, tal como una posicién o potencial
eléctrico. La respuesta es que en ciertos casos resulta mas facil obtener o plantear solu-
ciones complejas, y luego obtener de ellas las soluciones reales !

El ejemplo tipico, como veremos mas adelante, es plantear una solucion de la forma
u(t) = e para una ecuacion diferencial ordinaria homogénea con coeficientes constan-
tes. Si resulta que A debe ser complejo para que u(t) sea solucion, entonces tal solucion
compleja nos brinda directamente dos soluciones reales linealmente independientes: Si
A=A\ +i\,con ). € Ry \; € R, entonces la formula de Euler nos dice que

eM = eM[cos(\it) + i sin(\t)]
y por lo tanto, que
u, = Re[u] = eM cos(A\it), u; = Im[u] = e sin(\;t)

serdn ambas soluciones reales de L{u] = 0 si L[e*] = 0. Resulta mas facil y sencillo
plantear una solucién del tipo e que de la forma e cos(wt) o similar. De hecho, todo
movimiento oscilatorio, puro o amortiguado, resulta mas facil de describir en términos de
exponenciales complejas, y asi es como se los suele tratar en Fisica e Ingenieria.

Una consecuencia inmediata de la discusion anterior es que si u(t) = u,(t) + iu;(t)
es una solucion compleja de L{u] = 0, entonces la funcion conjugada u(t) = wu,(t) —
iu;(t) es también solucion de L[u| = 0 ya que, en definitiva, cualquier combinacion
lineal de w,.(t) y w;(t) serd solucion. No obstante, destaquemos que esta propiedad se
deriva directamente del caracter real de L, ya que si L[u] = 0, conjugando esta ecuacion
obtenemos directamente L[u] = 0.

Por otro lado, es importante destacar que, si L es lineal pero no es real, o si L es real
pero no es un operador lineal, la propiedad anterior no es vdlida en general. Por ejemplo,
si la ecuacion diferencial contiene un término proporcional a u2, las componentes reales
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¢ imaginarias se van a “ mezclar”, y entonces L[u, + iu;] = 0 no implica necesariamente
que L{u,] =00 L[u;] = 0, aun si L es real.

La utilizacién de soluciones complejas en ecuaciones diferenciales lineales reales se
extiende al caso inhomogéneo. Si f = f, + if;, con f, y f; funciones reales, y si u, =
Upr + iUy €s una solucion particular de la ecuacion inhomogénea, entonces u,, = Re[u,)
es solucion real de L[u] = f,, y u,; = ImJu,] es solucion real de L{u] = f;:

Llu) = f, +ifi = LRe(uw,)] = fr, Lllm(u,)] = f;.

En efecto,
L{uy] = Llupy + ittys] = Llupr] + iLluys] = fr +if;

y, COMO Uy, y Uy; son reales y L es real, igualando partes real e imaginaria obtenemos
L[Upr] :fra L[upi] :fz

que es lo que queriamos demostrar.

Nuevamente, el lector podra dudar de la utilidad de este resultado, ya que en un pro-
blema fisico tipico f sera real. Sin embargo, nuevamente puede resultar muy conveniente
escribir f como la parte real o imaginaria de una f compleja, para encontrar mas rapida
y claramente la solucion particular.

El caso tipico es el de una f(¢) de la forma A cos(wt) con A y w reales (por ejemplo,
una fuerza externa periddica de frecuencia angular w en el ejemplo de la masa unida a un
resorte), que podemos escribir como

f(t) = Re[Ae™"].

El procedimiento usual es entonces resolver, en lugar de la ecuacion L[u] = A coswt, la
ecuacion compleja
L[u] = Ae™*

y luego tomar la parte real de la solucion particular compleja u,(¢) obtenida. Asi, la parte
real satisfard la ecuacion
Lluy,,| = Acoswt

y la parte imaginaria la ecuacion
Lluy,| = Asinwt .

Resolver la ecuacion compleja no so6lo resulta en este caso mas facil, como veremos
mas adelante, sino que ademas permite resolver, en un solo paso, dos problemas in-
homogéneos reales: Lju] = Acoswt y Lju] = Asinwt (y de hecho también L[u] =
A cos(wt + ¢) para cualquier fase ¢).

Estas cuatro propiedades fundamentales de las ecuaciones diferenciales lineales per-

miten desarrollar métodos generales para la resolucion de estas ecuaciones, que seran
presentados en detalle en los préximos capitulos.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias:
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II.1 GENERALIDADES

II.1. Generalidades

Como hemos visto, una ecuacion diferencial ordinaria de orden n puede escribirse en
la forma general

d "
u Y=o (IL1.1)

F(tu,—,...,—
(7u7dt? 7dtn) )

donde la incognita es la funcion u(t).

Definicion I1.1.1 La ecuacion se llama homogénea de grado p si, al multiplicar u(t) y
todas sus derivadas por un parametro )\, se tiene:

du d™u du d™u
haded bl WY - bl hadied
F(t,)\u,)\dt,...,)\dtn) NP F(t,u, T dt”)’ (I.1.2)

con p arbitrario (es decir, si F' es una funcion homogénea de grado p en la incognita y
todas sus derivadas).

Una ecuacion lineal homogénea es, pues, un ecuacion homogénea de grado p = 1.

Comenzaremos estudiando las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

I1.2. Ecuaciones de primer orden: Algunos casos de facil
resolucion

Consideremos, ahora, ecuaciones de la forma

Z—ZL = f(t,u). (11.2.1)

Una ecuacioén diferencial ordinaria de primer orden puede siempre reducirse a esta
forma tras resolver la ecuacion original respecto a la derivada. Veremos mas adelante
un importante teorema, debido a Picard, de existencia y unicidad de la solucion para las
ecuaciones del tipo (11.2.1). Pero primero presentaremos algunos métodos elementales de
resolucion para casos particulares, que permitirdn apreciar varias propiedades generales.

I1.2.1. Ecuaciones con variables separables
Si f(t,u) no depende de u, (11.2.1) se reduce a

du_

pri f(t), (11.2.2)
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cuya solucion general es (si f(t) es integrable)

u(t) = /f(t)dt +c. (11.2.3)

La constante ¢ se denomina constante de integracion, y puede determinarse conociendo
el valor de u a un dado tiempo ¢, (es decir, el valor inicial): Si u(ty) = uo se tiene

u(t) = /tt f(t)dt" + ug . (11.2.4)

Cuando f(t,u) = h(t)g(u), la ecuacion (11.2.1) se convierte en

Z—? = h(t)g(u). (11.2.5)

Esta ecuacion puede reescribirse, para g(u) # 0, como

du
—— = h(t)dt, 11.2.6
Sy = O (1.2.6)
cuya solucion general es
du /
—— = [ h(t)dt +c. 11.2.7
[ = [ (12,7

Esta ecuacion, del tipo ¢(t, u) = ¢, determina implicitamente la solucion u(t). La solucion
particular para u(ty) = ug, con g(ug) # 0, esta dada por

/u : g‘% - /t:h(t’)dt/. (11.2.8)

Para g(u) = 1 se obtiene, por supuesto, la ecuacion (11.2.4). Si, ademas, existen raices
u, tales que g(u,) = 0, a la solucion (11.2.7) se deben agregar también las soluciones
constantes

u(t) =u,, con g(u) =0,

que no necesariamente se obtienen de (11.2.7) o (11.2.8), pero que son obviamente solucio-
nes de (11.2.5).

Observar que el caso en que f (¢, u) no depende de ¢ corresponde a h(t) = 1 en (11.2.5).
El segundo miembro de (11.2.8) se reduce, entonces, a t — t, y la solucion u(t) dependera,
pues, solo de la diferencia ¢t — ¢y. Eso refleja la invariancia, en este caso, de la ecuacion
(11.2.5) frente a traslaciones temporales. El que sigue es un ejemplo de este caso.
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N(t
(t) NGO
5

20
4

15
3
5 10
1 5
0 t/T 0 t/T
0.0 0.5 1.0 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0

Figura 1: Grafico de las soluciones (11.2.11) para ¢ > 0 y distintos valores de /Ny, para
k > 0 (izquierda) y k < 0 (derecha), con 7 = |k|~1.

Ejemplo I1.2.1: Consideremos la ecuacion diferencial lineal (1.1.1):

dN(@)
% = kN (t). (11.2.9)

Si N(t) # 0 se tiene:

lo que conduce a

N
dW:ln|N|:—/kdt+c:—kt—l—c,

0 sea,
N(t) = Ce ™™, (11.2.10)

donde C' = =e°. El valor de C' puede determinarse a partir de la condicion inicial: Si
N(to) = Ny = C = Noe)\to y

N(t) = Nye kt—to) (11.2.11)

Obtenemos asi la conocida formula para la desintegracion radiactiva, si k& > 0, y para
el crecimiento exponencial de una poblacion, si £ < 0. Si bien la deduccion anterior es
valida para N(t) # 0 (o sea, Ny # 0), para Ny = 0 se recupera la solucion constante
de (1.1.1), N(t) = 0V t, que corresponde a C' = 0 (¢ — —o0) en (11.2.10). Se verifica
entonces que el conjunto de soluciones de (11.2.9) es un espacio vectorial de dimension 1:
toda solucién es multiplo de la solucién e~** (base del espacio).

Notese también que las curvas N (t) para distintos valores de C, es decir, distintos
valores iniciales /Ny, nunca se cruzan (Fig. 1), por ser la solucidn unica para cualquier
valor de Ny y to. Por cada punto (¢, N) pasa una y s6lo una solucion de (11.2.9).
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Ejemplo I1.2.2: Consideremos ahora la ecuacion diferencial no lineal

dN
yr —kNZ.
Escribiéndola, para N # 0, en la forma dN/N? = —kdt, obtenemos —% =—kt+cy
N(t) = ! . (11.2.12)
kt —c
Si N(ty) = Ng = ¢ = kto — Ny ' y entonces,
Mo (11.2.13)

N =17 Nok(t —to)

Existe, ademas, la solucion trivial N(¢) = 0 V ¢, la cual no es en principio un caso par-
ticular de (11.2.12), aunque puede obtenerse de (11.2.13) para Ny = 0 (¢ — =00). El
conjunto de soluciones no es ahora un espacio vectorial, ya que las distintas soluciones
no son multiplos de una solucion base. La solucion general depende en forma no lineal de
la constante de integracion c o condicidn inicial NVy. No obstante, existe nuevamente una
unica solucion para todo valor inicial Ny (y V ¢y), por lo que las curvas N () para distintos
valores de Ny no se cruzan (Fig. 2).

Para Ny > 0y k > 0, se obtiene en este caso un decrecimiento mucho mas lento que
el decrecimiento exponencial del ejemplo I1.2.1: Ahora N(t) ~ m para t — ¢y >
(Nok)™!. Esto se debe a que al disminuir N, dN/dt oc N? se hace mas pequefio que N.
Notese también que N () se torna aproximadamente independiente de la condicion inicial
Ny parat — to > (Nok)™!, a diferencia de lo que ocurria en el ejemplo lineal anterior.

Es también interesante considerar el caso £ < 0. En lugar de un crecimiento exponen-
cial, obtenemos un crecimiento “explosivo”, que diverge parat — t. = to+ (|k|No) ™', es
decir, para un tiempo finito. Esto refleja el hecho de que al crecer /V, Cﬁl—f aumenta en este
caso muy rapidamente. Matematicamente, este ejemplo muestra que aun cuando f (¢, u)
sea una funcion continua y derivable, por ejemplo tan simple como 2, no necesariamente
existe una solucion continua de (11.2.1) para todo ¢ > t,. Veremos luego este punto con

mayor detalle.
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N(t)

N(t)
5
4
3
2
1
t/t : t/T
00 05 10 15 20 25 3.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2: Grafico de las soluciones (11.2.13) para ¢ > 0 y distintos valores de /Ny, para
k > 0 (izquierda) y k < 0 (derecha), con 7 = |k|~!. Las lineas punteadas (derecha)
indican las asintotas verticales.

Ejemplo I1.2.3: Ecuacién de Clausius-Clapeyron para la presion de vaporizacion
P(T) en funcion de la temperatura absoluta 7'.
Consideremos la ecuacion

dpP IP

dT ~ RT?’
para P > 0y T > 0,donde [ es el calor latente y R la constante de Rayleigh. La ecuacion
puede reescribirse en la forma

(11.2.14)

dpP 1dT
P RT?
Se integra facilmente, con el resultado

—1
log |P| =log P = ﬁ%—logC’,

donde C' > 0; de aqui resulta

P(T) = C e V/(RT)
Si no determinamos C' tendremos una familia de soluciones. C' queda determinada
si se conoce P a una dada temperatura 7, > 0. Por ejemplo, si se conoce la presion de

i
vaporizacion a temperatura ambiente P(7y) = Py, resulta C' = Pye®% vy, por lo tanto,

;Z(L_L)
P(T)=FyeR'T T, (11.2.15)

Notemos que existe solucion unica para cualquier Py y Ty > 0, lo que implica nue-
vamente que las curvas P(7T') para distintos valores de Fy no se cruzan para 7' > 0 (Fig.
3). Por el contrario, todas las curvas convergen a 0 para 7" — 0*. Matematicamente, este
comportamiento esta relacionado con la singularidad del miembro derecho en (11.2.14)
para T’ — 0, tema que discutiremos en breve.
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P(D)/P,

15+

10 -

- RT
1 2 3 4 5 6

Figura 3: Grafico de las soluciones (11.2.15) para 7" > 0 y distintos valores de Py = P(1j)
(P, es la unidad de presion).
I1.2.2. Ecuaciones reducibles a variables separables

En algunos casos es posible reducir la ecuacion diferencial a una ecuacion del tipo
(11.2.5) mediante un cambio de variables sencillo. Por ejemplo, si

d
 Flau+bt), (11.2.16)
dt
reemplazando z = au + bt, obtenemos
dz du
% —aa—Fb—CLf(Z)‘Fb,

que es de la forma (11.2.5). Por lo tanto, si af(z) + b # 0,

[ =t
af(2) +b ©

que determina z(t) y u(t) = (z(t) — bt)/a. Si 3 z, tal que af(z9) + b = 0, debemos
agregar las soluciones z = 2y, 0 sea u(t) = (zy — bt)/a.

Anélogamente, si

du
= fu/t), (11.2.17)
reemplazando z = u/t obtenemos
dz  ldu wu 1
@ " ra e Ve A

que es nuevamente de la forma (11.2.5). Por lo tanto,

d d
/W'Z_Z:/?t:ln]t\—l—c, (11.2.18)
2
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que determina z(t) y u(t) = tz(t). Si 3 zo tal que f(z9) = 2o, se deben agregar las
soluciones z = zg, 0 sea, u(t) = zot. La ecuacion (11.2.17) se denomina, a veces, ecuacion
diferencial “homogénea” de primer orden (atencion: eso puede conducir a confusiones
con la definicion general II.1.1), y su solucion (11.2.18) es de la forma F'(u/t) = t, con
F(z) = e #/(F)=2) Si y(t) es solucién, w(t) = u(At)/\ es también solucién si A # 0.

I1.2.3. Ecuaciones en diferenciales totales. Factor integrante

Dada
du t,u
i _Z:Et u)) ) (11.2.19)
con g(t,u) # 0, podemos reescribir esta ecuacion como
g(t,u)du+ f(t,u)dt =0. (11.2.20)
Si se cumple que
dg(t,u af(t,u
ggt ) _ féu ). (1.2.21)
= 3 ¢(t, u) tal que
0 0
8_(5 = g(t,u), a—(f = f(t,u) (11.2.22)

y podemos reescribir (11.2.20) como la diferencial total
dp = g(t,u)du+ f(t,u)dt =0.

Las soluciones u(t) de (11.2.19) quedan entonces determinadas implicitamente por la
ecuacion

o(t,u) = c, (11.2.23)

con ¢ constante. Si u(ty) = up = ¢ = ¢(ty, up) y la solucion particular queda determinada
por

o(t,u) = ¢(to, up) - (11.2.24)

La condicién (11.2.21) es necesaria y suficiente para que el primer miembro de (11.2.20)
sea la diferencial total de una funcidn ¢. Esta puede obtenerse como la integral de linea

(t,u)
b(t ) = /( (¢ ) du! + F(E, ! )dt] + do (11.2.25)

to,u0)
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a lo largo de cualquier curva que vaya desde (to, uo) a (¢, u) (dentro de una region simple-
mente conexa donde f y g estén definidas), con ¢y = ¢(to, ug) una constante arbitraria.
Por ejemplo, eligiendo dos segmentos paralelos a los ejes coordenados,

u t
o(t,u) = / g(to, u")du' +/ f(t w)dt" + ¢y . (11.2.26)
uo to
Equivalentemente, puede integrarse % = g(t,u) = para obtener

o(t,u) = /g(t,u)du + ¢(t)

y determinar ¢/(t) a partir de 22 = 2 [ g(t,u) du+ ¢'(t) = f(2).
Una vez determinada ¢(¢) puede obtenerse ¢(t) por integracion, a menos de una cons-
tante, que quedara determinada por la condicion inicial.

Notemos que la solucion (11.2.7) para variables separables corresponde a ¢(t,u) =

% — [f(t)dt.

Ejemplo 11.2.4:

du 2t +u
—_— == . 11.2.27
dt 2u+t ( )

En este caso g(t,u) = 2u + t, f(t,u) = 2t + u, con % = 86_? =

escribir (11.2.27) como

1. Podemos, entonces,

dp = (2u+t)du+ (2t +u)dt =0,

con

u t
o(t,u) = / (2u' + to)du' + / (2t 4+ u)dt' + ¢y

uQ to
= u?+ut+1* — (ug +upto +13) + ¢ -
La solucion u(t) queda entonces determinada por

uut+t2 =c, (11.2.28)

0 sea,
1
u(t) = —§(t + Ve — 3t?), (11.2.29)

conc = u% + ugto + t% y el signo determinado por u(ty) = ug. La solucion sdlo esta de-
finida para t € [—t,,t.], con t. = 2,/¢/3, anulandose el denominador de (11.2.27) para
t = +t. (u(£t.) = Ft./2). La grafica de u(t) es la parte superior o inferior de una elipse
con centro en el origen, rotada 45° (ver Fig. 4).

Notemos que la ecuacion (11.2.27) es de la forma (11.2.17), con f(z) = —(2+2)/(2z+
1). Puede comprobar el lector que (11.2.18) conduce a la solucion (11.2.28).
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Factor integrante.

Si la ecuacidn (11.2.21) no se verifica, es aun posible convertir la ecuacion (11.2.20) en
una diferencial exacta multiplicando a la misma por una funcion pu(t, u), llamada factor
integrante:

do = p(t,u)g(t, w)du + p(t,w) f(t,u)dt =0, (11.2.30)
con
ug)  O(uf)
% - ou (11.2.31)
Desarrollando la ecuacidn anterior se obtiene
09 _0f _ i[pon_ o
ot ou M |Tou Yo
_ Olnju[  Oln|yl
= f B 9= (11.2.32)

la cual es una ecuacion en derivadas parciales para p(t, u), que puede ser tan dificil de
resolver como la ecuacion original ( puede demostrarse que si las derivadas de f y g son
continuas y, por lo menos, f (6 g) es no nula, la ecuacion anterior posee siempre una
soluciéon no nula). Sin embargo, en algunos casos, su resolucion es sencilla. Por ejemplo,
si pu(t, w) es funcion de ¢ solamente, obtenemos

O] _ {&f ag] /

ot du ot

lo cual es factible solo si el segundo miembro es funcion de ¢ unicamente. En ese caso,

of _ 9g
wu(t) = cexp [ Gu__ oL dt] . (11.2.33)
g

Podemos fijar ¢ = 1, ya que la constante que multiplica a p es irrelevante. En forma
similar pueden considerarse factores integrantes que sean funciones de u, o en general, de
alguna funcion de u y ¢. Una vez obtenido y se procede como en el item anterior.

Ejemplo I1.2.5:

du  wP4ut+1)+t(t+2)
dt 2u +t '

En este caso, % =2u+t+1# % = 1. No obstante, [g—i — a—f]/g = 1y, por lo tanto,

p(t) = el = ¢,

. y, O(et O(et
verificandose % - _(gtg) _

5 e'(2u + t + 1). Obtenemos, para este caso,

dp = e'[(2u +t)du + (u® +u(t + 1) +t(t +2))dt] =0,
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u(t) u(t)

Figura 4: Gréafico de las curvas (11.2.28) (izquierda) y (11.2.34) (derecha) para distintos
valores de c.

con ¢(t,u) = e'(u? + ut + t*). La solucion estd, entonces, determinada por

(u? +ut +t*)e! = c, (11.2.34)
o sea,
1
u= _i(t + Vdce=t — 3t2), (11.2.35)

con ¢ = ¢(ug, tg) > 0. La ecuacion ¢(t,u) = c origina una curva abierta si ¢ > ¢, ~ 0,41
y una curva cerrada mas una abierta si ¢ < ¢, (Fig. 4), estando las abscisas extremas de
las mismas determinadas por la condicion 3t? < 4ce .

11.2.4. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Ecuacion general lineal de primer orden. Método de variacion de la constante.

Resolveremos ahora una ecuacion diferencial lineal general de primer orden. Como
hemos visto, corresponde al caso en que f(¢,u) en (11.2.1) es una funcion lineal de u:

du_
dt

Podemos escribir (11.2.36) en la forma

a(t) + b(t)u. (11.2.36)

Liu =a(t), L= —bt), (11.2.37)

donde L es un operador lineal.
Consideremos, primero, a(t) = 0. En este caso, la ecuacion (11.2.36) es homogénea y
de variables separables:
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de donde In |u(t)| = [ b(t)dt + ¢, y entonces
u(t) = cel MW (11.2.38)

con c arbitrario. Si u(ty) = wuy = utilizando la primitiva de b(¢) que se anule en t = t
obtenemos

ult) = upedio (11.2.39)

Si a(t) # 0 (caso inhomogéneo), podemos intentar una solucion del tipo (11.2.38), pero
con c una funcién de ¢ a determinar:

w=up(t)c(t), up(t) = el PO (11.2.40)

Este procedimiento se denomina variacion de parametros, o de constantes. Se obtiene,
notando que L[uy(t)] = 0,

Llu] = L{uy(t)]e(t) + uh(t)@ = uh(t)% =a(t).

Por lo tanto, dc/dt = a(t)/uy(t) y entonces,

c(t) = / a(t) dt+ ¢,

Up, (t)

con ¢ una constante arbitraria. Reemplazando en (11.2.40), obtenemos finalmente

wt) = wd) + / ) 4

up(t)
= el 4 / e” JP Wy ()at] . (11.2.41)
La solucion general es, pues, una solucion de la ecuacion homogénea (uy,(t)c’), mas una

solucion particular de la inhomogénea. La solucidn particular que satisface u(ty) = g
puede escribirse como

t / / ¢ t! " "
u(t) _ effo b(t')dt [UO_'_/ e_fto b(t")dt a(t')dt’]

to

t
= K(t, to)uo + / K(t,t)a(t")dt', (11.2.42)
to

donde
K(t ) = el P00 — 4 (8) fup (2,

es la solucion de la ecuacion homogénea que satisface u(t') = 1, pues K (t',¢') = 1.
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La ecuacion (11.2.41) puede también obtenerse por el método del factor integrante. En
este caso f = —[a(t) + b(t)ul,g =1y (% — %)/g = —b(t) es funcion de ¢, por lo que
11 puede obtenerse de (11.2.33): u(t) = ce~ /¥4 Finalmente,

ot.u) =ty [ uit)ate)at.
La ecuacion ¢(t,u) = c conduce a (11.2.41).
Ejemplo I1.2.6: La velocidad de una particula de masa m en un medio viscoso con fuerza

de roce proporcional a la velocidad F,. = —vv y bajo la accion de una fuerza externa F'(t),
satisface la ecuacion

d
me =y F(t), (11.2.43)
dt
que puede escribirse como
dv
— =-A t

donde A = v/m > 0y f(t) = F(t)/m. Utilizando el resultado anterior, la solucion
general es entonces

v(t) = e M + / e f(t)dt]

y la solucion para v(ty) = vy puede escribirse como

t

v(t) = voe Mt) +/ e MO £t

to

que corresponde a K (to,t;) = e Mt27t),
Por ejemplo, si

ft) =

se obtiene, para tg = 0, vg = 0,

0 t<0, yt>t
f07 Oétgtc

0 t<0
v(t) =4 (fo/N)(1 —e™) 0<t<t . (11.2.44)
(fo/N)(1 — eAte)em et t>t,

La solucion para t > ¢. es obviamente la solucion de la ecuacion homogénea para ty = ¢,

yu(te) = (fo/ A1 —ee).
Observemos que si fy — ooy t. — 0, con fot. — J (finito), entonces v(t.) — J. Esto
corresponde justamente a una fuerza actuando solo en ¢t = 0 que suministra un impulso J.

Notemos también que si f(t) = fo ¥Vt > 0 (t. — 00), v(t) = (fo/A)(1—e )Vt > 0,
conv(t) = fo/A (velocidad limite) para t — oc.
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v/vy

1.0
0.8
0.6

0.4
0.2/ /=1

t./T=00

0.0 : : : t/t
0 1 2 3 4 5 6

Figura 5: Grafico de la solucion (11.2.44) para distintos valores de t,, con 7 = A\ 7'y
vy, = for la velocidad limite para . = oo (fuerza externa constante).

Ejemplo I1.2.7: La corriente I de un circuito eléctrico con autoinduccion L, resisten-
cia Ry tension V' (t) satisface una ecuacion completamente similar:
dl
L—+1IR=V(t).
s (t)
Es decir, cambiando v — I, m — L,y — Ry F(t) — V(t). La solucion para 1(0) = I,
y L, R constantes, es entonces

t
I(t) = Ipe ®/T 4 / e~ RUE=OLY (¢ dt
0

Este es un tipico ejemplo de analogia fisica, en el que sistemas y magnitudes diferentes
son descriptos por una misma ecuacion diferencial, exhibiendo entonces comportamientos
analogos. Resulta asi posible simular el movimiento de la masa en el medio viscoso sujeta
a una fuerza externa f(t) mediante un circuito LR con R/L = ~v/m, V (t)/L = F(t)/m,
0 viceversa.

11.2.5. Ecuaciones reducibles a la forma lineal

Algunas ecuaciones pueden ser reducidas a ecuaciones lineales mediante un sencillo
cambio de variables. Un ejemplo conocido es la ecuacion de Bernoulli,

d
S At b, A1
dt
Sustituyendo z = u!' ™", obtenemos
e Z 4y + b

"t dt

= (L=mn)a(t) +b(t)2],

que es una ecuacion lineal en z.
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En general, si u = g(z), con g invertible, y z satisface la ecuacion lineal
dz/dt = a(t) + b(t)z,

u satisface la ecuacion no lineal

B _ g g et + 6007 )

que posee la solucion u(t) = ¢g(z(t)), con z(t) la solucion de la ecuacion lineal. Por

(t )
ejemplo, si u = /17 4 — L [q(t)u" + b(t)u], que es la ecuacién de Bernoulli.

Analogamente, si u = €7,

d
dj: a(t)u+b(t)ulnw,
cuya solucion es e*(!) mientras que, si v = In 2,
d
d—lt‘ = a(t)e™ +b(t),

cuya solucion es In z(?).

Destaquemos finalmente por qué es tan importante el caso lineal, cuando a primera
vista pareceria tratarse de un caso muy particular. En el caso general, dado por la ecuacion
(11.2.1), si la funcion f(¢, u) es suficientemente suave como para admitir un desarrollo en
serie de Taylor en la variable u (alrededor de cierto valor u), tendremos:

ft,u) = f(t,uo) + fult,uo)(u — uo)

donde f,(t,ug) = Of /Ou|u=u,- Es decir que, para |u — ug| suficientemente pequefio, co-
mo ocurre al estudiar pequefios desplazamientos respecto a un punto de equilibrio ug (en
el que f(t,up) = 0), podemos aproximar f(¢,u) por una funcion lineal en u, y obtener
asi una ecuacion diferencial lineal que es exactamente resoluble. Esta solucion analitica
aproximada puede darnos informacién muy util acerca del problema original. Por ejem-
plo, nos puede indicar, en forma analitica, cdmo se comporta el sistema para pequefios
apartamientos del equilibrio y determinar asi si el equilibrio es estable o inestable. Ve-
remos en la seccidon (I1.3.4) un ejemplo especifico de esta aproximacion en el caso del
péndulo simple.

I1.3. Problemas de condiciones iniciales

I1.3.1. Teorema de existencia y unicidad de Picard para problemas
de valores iniciales

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

du

o = [t (11.3.1)
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up+b

to—a to to+a

Figura 6: El rectangulo R

con la condicion inicial u(ty) = wg. Salvo casos especiales, como los vistos antes, no
es posible, en general, resolver este problema en forma analitica. Es necesario, entonces,
recurrir a métodos aproximados, que permiten resolverlo en forma numérica. Para ello,
se necesita, primero, estar seguro de que, efectivamente, existe una solucion de (11.3.1)
para una determinada f y condicion inicial. El siguiente teorema demuestra que dicha
solucion existe y es unica para una clase muy amplia de funciones. A la vez, el teorema
proporciona un método de resolucion aproximado de (11.3.1) (método de Picard).

Teorema I1.3.1 Si f(t,u) es continua en un rectingulo R dado por |t—ty| < a, |[u—ug| <
b, y satisface en R la condicion de Lipschitz
|f(t,u2) — f(t,w)] < Nlug — ], (11.3.2)
con N constante, entonces, en el intervalo
|t —to] <r, r=Min[a,b/M], (11.3.3)

con M el valor mdximo de | f| en R, existe una tinica solucion u(t) de (11.3.1) que satisface
u(to) = Uog.

La condicion |t —to| < r asegura que la solucion no salga de R. En efecto (ver figura
7), dado que |f| < M en R, si |t — to| < r, integrando (11.3.1) y tomando valor absoluto,
se obtiene

|u(t) — uo| = I/t St u(t))dt'| < \/t [f (¢ u(@)]dt’] < Mt — to] < Mr =b.

Observar que, para que se cumpla la condicion de Lipschitz (11.3.2), es suficiente que
fu= % exista y esté acotada en R dado que, por el teorema del valor medio, si |f,| < N

en R,
|f(tuz) — f(t,w)] = [fult, §)(ug — ur)| < Nlug — u
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U.()—b

tp—a to—r to to+r tp+a

Figura 7: Definicion de r

con & € [uy, us).

Demostracion:

Demostraremos primero la existencia de la solucion. La ecuacion (11.3.1) es equiva-
lente a la ecuacion integral

t
u(t) = ug + / f(@t u(t))dt . (11.3.4)
to
Podemos plantear ahora una secuencia de aproximaciones sucesivas ug, u1(t), . .., u,(t)
definidas por
t
un(t) = ug —i—/ f(t w1 (t))dt', n>1, (11.3.5)
to

con uy(t) = ug (método de Picard). La restriccion (11.3.3) asegura que u,(t) no sale de
R para ningin n (o sea, |u,(t) — ug| < bsi|t —to| < r). En efecto, para n = 0 esto
se cumple trivialmente. Asumiendo que se cumple para u,_1(t), obtenemos, dado que
|f| < MenR,

t
() — 0] < / L un ()|t < Mlt—to] < b (11.3.6)
to

para |t —to| <.
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Probaremos ahora que la sucesion (11.3.5) converge. Sin > 1y |t — to] <,
t
(=] = | (00 )~ (s ()]
to
t
< 1[I an®) ~ £ @)
to
t
< NJ / |un (t) —tn 1 ()] dH| (11.3.7)
to

Paran =1, (11.3.6) implica que
Por lo tanto, (11.3.7) conduce a

t —to|?

t
lus (1) — st (1)] < NM]/ ¥ — toldt’| = MN
to

vy para n general, a

MN™t— to\"

unt) — 1 (0] < S

(11.3.8)

Entonces, |ty +1(t) —un(t)| < MN™ |ft|t_§0‘ndt’| = MN”‘t_:L‘jr'l), ¥, por lo tanto,

lm |41 (t) —un(t)| = 0. Ademds, como
n—oo

un(t) = up + (ur(t)—ug) + . .. + (un(t) —un_1(t)),

el limite

u(t) = lm u,(t) = ug + Z U () =1 (1)) (11.3.9)

n—o0

existe, pues la serie de diferencias es una serie absolutamente convergente:
N|t7t0| _ 1

Nt —to|™ e
n( n— <M =M
Ziu SNOIEST) g N

n=1

La convergencia es también uniforme por el criterio de Weierstrass (si | fn(t)| < M,
Vitel=|t,tyd ooy M, converge = > 7| fn(t) converge uniformemente sobre I a una
funcion f(t); recordemos que la convergencia es uniforme si ¥ € > 0, 3 ng t.q. si n > ny,
[f(@t) = fu(®)] <eViel)

Por lo tanto, el limite de la integral en (11.3.5) es la integral del limite, de modo que
u(t) es solucion de (11.3.1). Notemos que u(t) es un punto fijo del operador Alu(t)] = up+
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ftz f(t' u(t)dt, (es decir u(t) = Alu(t)]), el cual transforma funciones u(t) contenidas
en R en funciones A[u(t)] también contenidas en R si |t — to] < 7.

Demostremos ahora la unicidad. Si v(t) es otra solucion de (11.3.1) que satisface
v(tg) = g, entonces, para |t — to| <,

fu(t) = o(t)] < / P ut)) = £, o(t))dt
< N/t u(t') — v(t)|dt’ < KNIt — to|

donde K es el maximo de |u(t) — v(t)| para |t — to| < r. Esto implica |u(t) —v(t)| =0

para |t — to| < r. En efecto, aplicando la cota anterior para |u(t') — v(t")|, obtenemos
2 ' / / 2 |t — t0|2
lu(t) — v()| < KN / o’ = K20
to
y, repitiendo el procedimiento anterior n veces,
N\t —to|)"
lu(t) — v(t)] < KM , (11.3.10)
n!
que tiende a 0 para n — oc.
0

Ejemplo I1.3.1: Consideremos nuevamente la ecuacion lineal
du
dt

Aplicando el método de Picard para to = 0, con u(ty) = ug, obtenemos

—\u

t
Uy = UO—A/ uodt':uo[l—)\t}
0
t
Uy = uo—)\/ uy ()dt = up[l — Mt + N2t /2]
0

)™
y, en general, u,, = uy >, ( m,) , de modo que

u(t) = lim u,(t) = Z (_)\'t)n = uge M.

n— 00 n.
n=0

La serie anterior converge V ¢, pero la condicién (11.3.3) proporciona una estimaciéon muy
conservadora del intervalo de convergencia: Para ug > 0, M = |A\|(b+ ug) y

L} < i
A (wo + )" T

r = Min|a
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sia > |M\7!, yaqueb/(ug+0b) < 1V b > 0.En general, el intervalo (11.3.3) es demasiado
restrictivo y el desarrollo de Picard converge en un intervalo mayor.

Ejemplo 11.3.2: Consideremos ahora

du
=
dt “

con ty = 0. Obtenemos

¢
U = Uy — )\/ ugdt’ = ug(1 — ugt)
0

t )\ t 3
Uy = Uy — )\/ ui(t)dt' = uo[l—)\uot—f—()\uotf—%]
0

Uz = uo[Z(—)\uot)" + Ry(Augt)],

n=0

donde Ry(x) = s2*(2 — x + 32 — 52®). En general,

n

un(t) = oY (—Mugt)™ + Rpgr (Muot)]

m=0

con R, 1(x) = O(x™"!). Para n — oo, la solucion converge, para [Augt| < 1, a

u(t)

Uo

= — 11.3.11
1+ )\Uot ’ ( )

que coincide con la solucion (11.2.13). Si A > 0 (con ug > 0) la solucidn final (11.3.11)
es valida V ¢ > 0, aunque el desarrollo de Picard converge solo para [t| < |Aug|™'. En
cambio, si A < 0 la solucidn existe solo para t < |Aug|™!, que coincide con el radio de
convergencia del desarrollo. Notemos que la condicion (11.3.3) da, en este caso,

b | < 1
"M (ug 4+ 0)2 T 4 A |ug

r = Min|a

dado que b/(ug +b)? < ﬁo, que es nuevamente menor que el radio de convergencia de la
serie.

Otras propiedades

Resulta obvio a partir de (11.3.1) que, si f(t,u) posee derivadas parciales continuas
hasta orden & en un entorno de (¢, uo), la solucion u(t) posee derivadas continuas hasta
orden k 4 1 en un entorno de .

Puede probarse también que, si f depende en forma continua de un pardmetro A (o

du — f(t u,\))y satisface las condiciones del teorema de unicidad, con N en (11.3.2)

S€a, at
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independiente de A = la solucion u (¢, A) depende en forma continua de X\ para |t —
to] < 7 (lo mismo vale para un conjunto de parametros). En particular, esto implica
que u(t) dependera en forma continua de la condicion inicial u(ty) = ug. En efecto,
escribiendo v = u — ug, s = t — t;, tenemos Z—Z = f(s+ to,v + ug) = g(s,v), con
v(0) = 0, donde los valores iniciales quedan representados por parametros de la funcion
g. De todos modos, esto no impide que dos soluciones con condiciones iniciales cercanas
se alejen mucho para valores grandes de |t — ¢y|. Por ejemplo, los sistemas cadticos son
extremadamente sensibles a las condiciones iniciales. En los mismos, si dos soluciones
uy(t), us(t) difieren inicialmente en una pequefa cantidad dug, para tiempos grandes

lui (t) — ua(t)| = |6uglert, donde A > 0 es el llamado exponente de Lyapunov.
Extension de la solucion

Si bien el teorema demuestra la existencia de solucion para |t — tg| < r la misma
puede, en principio, extenderse fuera de este intervalo tomando como nuevos puntos ini-
ciales a ty = 7. No obstante, como hemos visto no siempre es posible continuar la solucién
indefinidamente. Esto puede deberse a que la solucion se acerca a un punto donde las con-
diciones del teorema no se cumplen o también a que la solucion se aproxima a una asintota
vertical (Ifm;_;, u(t) = 4-00), como ocurre en (11.3.11) para Aug < 0 (£, = [Aug|™). Un
ejemplo del primer caso es la solucién (11.2.29) de la ecuacion (11.2.27), limitada al inter-
valo [t| < t. = \/4c¢/3.Sit = t., u(t) = —3t, anulandose el denominador de (11.2.27).

Puntos singulares

Los puntos (¢, uo) en los que, o bien no existe solucion de (11.3.1) o la solucion no es
Unica, se denominan puntos singulares. Obviamente, en estos puntos no se satisfacen las
condiciones del teorema de unicidad, aunque no todo punto en el que las mismas no se
cumplan es singular. Los condiciones del teorema son suficientes pero no necesarias. Por
ejemplo, puede demostrarse que, si f es continua en un entorno de (%o, ug), existe siempre
una solucién de (11.3.1), pero ésta puede no ser unica si no se cumple la condicion de
Lipschitz. La curva formada por los puntos singulares se denomina curva singular. Una
solucion formada enteramente por puntos singulares se denomina solucion singular.

Ejemplo 11.3.3:

du u
— =q-— > 0. 1.3.12
prial el ( )

En este caso f(¢,u) no es continua en ¢ = 0. Una solucion de (11.3.12) es obviamente
u(t) = 0. Ademas, si u(t) # 0, integrando por separacion de variables obtenemos

In|u| = qln|t|+
osea,sit >0,

u(t) = ct?. (11.3.13)
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u(t)
1

1

Figura 8: Gréficas de las soluciones (11.3.13) para ¢ = 2 (izquierda) y ¢ = —1 (derecha),
yc=0,41,42 +4.

Si tg > 0, existe una unica solucidén que satisface u(ty) = wug, V ug (¢ = ug/t}). Pero
cuando consideramos t, = 0, vemos que si la condicidn inicial es uy = 0, (11.3.13)
es solucion de (11.3.12) para cualquier valor de c (incluyendo ¢ = 0). No existe pues
solucién tnica para u(0) = 0, existiendo en cambio infinitas soluciones. Por el contrario,
sitg = 0y uy # 0, no existe ninguna solucion. Este tipo de punto singular se denomina
nudo (Fig. 8).

Si consideramos, ahora, ¢ < 0 en (11.3.12), u(t) no permanece finito para t — 0,
excepto para ¢ = 0 (Fig. 8). Si ty = 0, para uy = 0 obtenemos, en este caso, una inica
solucion u(t) = 0, mientras que, si ug # 0, no existe solucion.

Ejemplo 11.3.4:

— =M, AN#0. (11.3.14)

Para u — 0%, si bien /u es continua, no se cumple la condicion de Lipschitz pues
fu = ﬁa — 00. Los puntos (t,u) = (¢,0) pueden ser pues puntos singulares. Por
separacion de variables, para © > (0 obtenemos la solucion

1
u(t) = Z(At +c)?  M+c>0 (11.3.15)

No obstante, tenemos también la solucion trivial
u(t) =0, (11.3.16)

que no se obtiene de (11.3.15) (Ver Fig. 9).
Sity =0y uy > 0, obtenemos como unica solucién

u(t) = i(zm—o A, (113.17)

donde el paréntesis debe ser positivo. La solucion (11.3.17) estd definida V¢ > 0si A > 0,
pero solo para t < t. = 2,/ug/|\| si A < 0. En este caso, u(t) — 0 parat — t., y no
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u(t)
3

Figura 9: Gréficas de las soluciones (11.3.15) para A = 1 (curvas crecientes) y A = —1
(curvas decrecientes), y ¢ = 0, +1, £2, junto con la solucion singular u(t) = 0V .

puede extenderse parat > t.. Si A < 0, la solucion disminuye pues mas rapidamente que
en el caso lineal (Ccll—? = Au, con u(t) = uge M si A < 0) “apagdndose” en un tiempo
finito.

Consideremos, ahora, ug = 0. La ecuacion (11.3.17) se reduce a

1
u(t) = Z—l)\%? (11.3.18)

Si A > 0, (11.3.18) es solucion de (11.3.14) y satisface u(0) = 0, al igual que (11.3.16).
Por lo tanto, la solucién no es unica. Lo mismo ocurre obviamente para cualquier valor
de to. Los puntos (0, t) son pues singulares y la solucion trivial (11.3.16) es una solucion
singular. Por el contrario, si A < 0 (11.3.18) no es solucion de (11.3.14), obteniéndose
como unica solucion, para ug = 0y t > 0, la solucion trivial (11.3.16).

Soluciones aproximadas

Si bien no vamos a tratar el tema de aproximaciones numéricas, cabe destacar que
existen también otras sucesiones u,,(t) que convergen uniformemente a la solucion u(t) y
que pueden, por lo tanto, utilizarse para aproximar la solucion. EI método mas elemental
y conocido es el método de la “quebrada de Euler”, que consiste en subdividir el intervalo
[to, to + 7] en n subintervalos de longitud & = r/n, y aproximar la solucion wu(t) por
segmentos entre los puntos (tg, ug), (t1,u1), - - -, (ts, U, ) definidos por

ti=ti1+h, w=wui1+hf(tici,ui—1), i=1,...,n,

que se obtienen de suponer f (¢, u(t)) = f(t;_1,u;_1) (constante) en el intervalo [t;_1,t;].
Cada segmento es, entonces, tangente a la solucion exacta en (¢;_1, u;_1). Puede mostrar-
se que tal aproximacion converge, para b — 0 (0 sea, n — 0), a la solucion exacta u(t)
si se cumplen las condiciones del teorema de existencia. Refinamientos del método ante-
rior conducen a aproximar () por una sucesion de polinomios de grado m entre puntos
(t;,u;), tales que posean un contacto de orden m con la solucién exacta en dichos puntos
(métodos de Stormer, Runge, etc.). Estos métodos estan directamente incorporados en di-
versos programas de calculo numérico o analitico (por ejemplo [11]), siendo muy sencilla
y rapida su utilizacion.
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I1.3.2. Generalizacion a sistemas de ecuaciones de primer orden

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones acopladas
du;
dt

donde la derivada de cada variable u; depende de ¢, de si misma y y de todas las demas

variables. El teorema de existencia y unicidad se generaliza en forma inmediata a este tipo
de sistemas. Podemos reescribir (11.3.19) en forma concisa como

= filt,ug, ... u,), 1=1,...,n, (11.3.19)

d" = f(t,u), (11.3.20)
con
uy(t) fi(t,w)
u(t) = ft,u) = :
() fult, w)

y vale el siguiente teorema:

Teorema I1.3.2 Dado el sistema de ecuaciones lineales de primer orden

d“ — f(t,u), (1.3.21)

con condicion inicial u(ty) = wo, si existe una region R definida por |t—
b, donde se cumplen las condiciones

a) f;(t,u) continua en R,

b) |f(t7u2) - f<t7u1> =

entonces existe una unica solucion u(t) de (11.3.21), que satisface u(ty) = wo, dentro del
intervalo
|t —to] < r = Minla,b/M],

donde M es el maximo de | f| en R.

Para que se cumpla la condicion de Lipschitz es suficiente que las derivadas parciales

fij = 8f L sean acotadas en R pues, en tal caso, por el teorema del valor medio,

| f(t,uz) — f(L,u)| Z | filt, uz) — filt, uq)l?

Z|qut€z Uzj — ulj)’

< Z Z ilugy — ui;])? < N ug — uq]?. (11.3.22)

La demostracion del teorema es exactamente igual a la ya presentada en el caso de una
ecuacion. Solo se deben reemplazar f, uy v en (11.3.4)—(11.3.10) por f, u y v.
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O

I1.3.3. Representacion de una ecuacion diferencial de orden 1 me-
diante un sistema de primer orden

La generalizacion del Teorema de Picard anterior es muy poderosa, porque:

i) Toda ecuacion diferencial ordinaria de orden n para una funcion u(t) puede escribirse
como un sistema de n ecuaciones de primer orden,

ii) todo sistema de m ecuaciones diferenciales de orden n para m funciones uy(t), . .., up(t)
puede escribirse como un sistema de m X n ecuaciones de primer orden

En efecto, la ecuacion diferencial ordinaria de orden n,

d™u du du

— = ft,u,—, ..., —— 3.2
= S ) (11.3.23)

puede reducirse a un sistema de n ecuaciones ordinarias de primer orden de la forma
(11.3.21) definiendo

du d"1u
= —_— Uy = — 11.3.24
Uy u, Uz dt7 , U dtn_l ( )
ya que
duy dus du,,
— = — = v, —— = f(t cey Un) 11.3.25
dt U, dt us, ’ dt f( , U1, , U ) ( )

osea, fi(t,u) = ug, folt,u) =us, ..., fn(t,u) = f(t,u).
Entonces, si f satisface las condiciones del teorema, queda garantizada la existencia
v unicidad de la solucion de (11.3.23) para la condicion inicial ©(0) = ug, donde

du A"y
Uy = (U(O), E|t:07 ceey dtn_l ‘tZO)
es el vector que contiene los valores iniciales de la “posicion”, “velocidad”, “aceleracion”,
etc.
En forma analoga, un sistema de m ecuaciones diferenciales acopladas de orden n,

d"u du d"lu
= flt,u,—,..., ——— 11.3.26
dtn f( 7u7 dt ) ) dtnil ) ( )
donde w = (u1,...,un), f = (f1,---, fm), puede reducirse a un sistema de m x n

ecuaciones de primer orden, definiendo los n vectores

du d"'u

Uy = U, Uy = dta"'7un: dtn_17
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ya que
%:ug, %:ug,...,d;fn = flt,uy,...,u,),

lo cual constituye un sistema de m x n ecuaciones de primer orden para el vector ampliado

y = (uy,...,u,) de m x n coordenadas.

Asi, la ecuacion que describe el movimiento de una particula en el espacio tridimen-
sional sujeta a una fuerza F'(¢, r, dr/dt), es, segin la segunda ley de Newton, un sistema
de 3 ecuaciones diferenciales de segundo orden en r = (z, y, ), lo que equivale a un siste-
ma de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden en las variables (r, v = dr/dt). Analo-
gamente, la ecuacion que describe el movimiento de n particulas en el espacio tridimen-
sional, sujetas a fuerzas F;(t,ry,dr,/dt, ..., r,,dr,/dt), es un sistema de 3n ecuaciones
diferenciales de segundo orden para las 3n coordenadas r; = (z;,y;,2i),i = 1,...,n, lo
que equivale a un sistema de 6n ecuaciones diferenciales de primer orden en las variables
(ri,'vi = d’l’,/dt), 1= ]_, e,

11.3.4. Reduccion en uno del orden de una ecuacion diferencial ordi-
naria
Antes de comenzar a estudiar en detalle la resolucion de sistemas de ecuaciones de

primer orden, es importante destacar que en algunos casos es posible reducir el orden sin
introducir nuevas variables. Consideremos la ecuacion de segundo orden

d*u du
— = ft,u,—).
dt? / dt )
Hemos visto que podemos transformarla en un sistema de dos ecuaciones de primer orden
definiendo u; = u, uy = ‘é—lt‘, con dd% = Ug, dd% = f(t,u1,us). Por ejemplo,
d*x dx
m—s = F(t,z, —
dt2 ( Y ) dt)
puede escribirse como
dx dp
m— = — =F(t,z,p/m).

No obstante, en algunos casos es posible reducir el orden mediante técnicas elemen-
tales sin introducir nuevas variables. Por ejemplo, si f no depende de u,

d*u du
- = t. —
dt? S dt )
puede llevarse a la ecuacion de primer orden
dw
= (¢
dt ( Y w)

definiendo w = ‘é—;‘. Si la solucién es w(t, ¢), donde ¢ es una constante de integracion,
entonces u(t) = [w(t,c)dt + ¢.
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Otro caso simple es aquél en que f no depende de la variable independiente,

d*u du
W = f(Ua E)

Definiendo w = %, y considerando a w como funcién de u, tenemos

dt’

d?u B dw B dw du dw

a2 at dudt Vdu

y, por lo tanto,

d
wo = f(u,w),

que es una ecuacion de primer orden. Si la solucion es w(u, ¢), podemos hallar u(t) de
dt = du/w(u,c), o sea,
P / “odu
0 uo w(u7 C) ’

que determina u(t¢) implicitamente. Este resultado es util para fuerzas que dependen s6lo
de la posicion, en cuyo caso el mismo resultado puede obtenerse directamente de consi-
deraciones energéticas.

El mismo procedimiento es también valido para reducir en 1 el orden de la ecuacion
diferencial

d™u du A" lu

— = flu,—, ..., —).

dtn / dt dgn—1 )
Tenemos por ejemplo, 2% dt = w, ‘57”; = ZZ’,

3 2
T = wik[w®] = w[(99)? + wel], y en general, 22* serd una funcion de las derivadas

hasta orden n — 1 de w respecto de u. Se llega a una ecuacion del tipo

dnflw dn72w
dun—1 Zg(u,w,...,m),
obteniéndose luego u de t — ¢ty = f;o m

Ejemplo I1.3.5: Consideremos la ecuacion que describe el movimiento en una dimension
de una masa m bajo la accion de una fuerza f(z),

d*x
Sip = m z — iz dt2 = % =2z dp Ly la ecuacion resulta equivalente a la ecuacion de
primer orden

pdp

Por lo tanto, 2dp = f (x)dx y entonces,

/f )da' = V(zg) - V(a),

2m
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donde V(x) = — f f(z)dz es el potencial. Esta ecuacion no es otra cosa que la conser-
vacion de la energia mecanica,

de donde p(z) = \/2m[E — V (z)]. De m% = p(z) obtenemos dt =

x d /
t—ty = 1/T/ S — (11.3.28)
2 zo E - V('I,)

Ejemplo I1.3.6: Péndulo simple.

m% y, finalmente,

En este caso V' (z) = mgl(1 — cos ), con z = [6. Reemplazando en

(11.3.27) se obtiene

d*0 g .

e sin@ ,
que es una ecuacion no lineal de segundo orden. La solucion exacta de
esta ecuacion esta dada, en forma implicita, por

\/7 / V/cos 9/ —cosh,, (11.3.29)

donde hemos escrito ¥ = mgl[1—cos(0,,)], con § < 6,,. Podemos, de esta forma, obtener
tanto el periodo exacto 7'(0,,) = 4t(6,, ) como también la funcion (), aun para grandes
amplitudes 6,,, en términos de funciones elipticas. Por ejemplo, el periodo exacto es

T(6,) = 4 1/ 0 4 K[30m,sen"?(30,,)]
me 29 Jo \/cosﬁ—cosﬁm \/_7T V1 —cosb,, ’

donde K denota la integral eliptica de primera especie.
Para pequefios angulos, podemos aproximar cos § = 1—6%/2, y se obtiene de (11.3.29)
el resultado conocido t = //g arcsin(6/6,,), es decir,

0(t) = 0, sin(\/g/11), (11.3.31)

que representa un movimiento armonico simple, con periodo

(11.3.30)

T ="1Ty=2m\/l/g,

independiente de la amplitud 6,,. Este resultado corresponde a la aproximacion lineal
sin f = 6 en (11.3.32), que conduce a la ecuacion lineal de segundo orden
d?0 ¢
— ==0 11.3.32
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T/T,

O
/4 /2 3r/4 n

Figura 10: Gréfico del periodo exacto del péndulo, ecuacion (11.3.30), en funcidon de la am-
plitud 6,,,. Aqui Ty = 27+/1/g es el periodo obtenido en la aproximacion lineal (11.3.32),
independiente de 6,,, (linea horizontal). El periodo exacto tiende a infinito para  — 7.

cuya solucion general exacta puede obtenerse facilmente con los métodos que daremos
en las proximas secciones. La solucion que satisface 6(0) = 0y 9(0) = 2’;%*” es, precisa-
mente, (11.3.31).

En el orden siguiente, el periodo comienza a depender de la amplitud. A partir de
(11.3.29) o (11.3.30) se obtiene

T =To[l + 62 /16 + O(62)] . (11.3.33)

Como se aprecia en la Fig. 10, la aproximacion lineal es muy satisfactoria para 0,,, < /4.
No obstante, para valores de 6, cercanos a 7, la discrepancia se torna significativa, ya
que el periodo exacto tiende a infinito para 6,, — 7. Notemos finalmente que la ecuacion
(11.3.29) es también valida para E > 2mgl (que corresponde a cos(6,,,) < —1, o sea,
O =T+ 10).

I1.4. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

Un caso particularmente importante de sistema de primer orden es aquél en que
f(t,u) es una funcion lineal de u. Como vimos en la seccion anterior, aun si f(¢, u)
es no lineal en w, la aproximacion lineal resulta de suma utilidad para estudiar en forma
analitica el comportamiento de la solucién en torno a un punto de equilibrio .

Definicion 11.4.1 Un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden del tipo (11.3.20)
se llama lineal, si puede escribirse en la forma

du
= = Alt)u+ f(t), (1.4.1)
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donde
At) = (11.4.2)

se denomina matriz del sistema.

Supondremos, ademas, que la condicion inicial esta dada por u(ty) = wo.
Mas explicitamente, se tiene

dt

= Aytu(t) + filt)  i=1,..n, (11.4.3)
j=1
con dados valores de u;(to) parai = 1,....,n .

I1.4.1. Resolucion del caso homogéneo. Matriz fundamental
Estudiaremos, primero, el sistema homogéneo,

du
- = At)u, (11.4.4)

o sea, L{u] = 0, con L = £ — A(t). Probaremos un importante teorema:

Teorema I1.4.2 Las soluciones del sistema lineal homogéneo (11.4.4) forman un espacio
vectorial de dimension n (propiedad de superposicion).

Es inmediato verificar que u = 0 es solucion. En esas condiciones, que las soluciones
formen un espacio vectorial (o lineal) significa que, si u,(t) y us(t) son soluciones, la
combinacion lineal

u(t) = cruq (t) + cous(t) (11.4.5)

es también solucion ¥ ¢, cy (constantes). Que el espacio sea de dimension n significa
que existen exactamente n soluciones w1 (t), us(t), ..., u,(t) linealmente independientes
YVt € Iy, tales que cualquier solucion u(t) puede escribirse como combinacion lineal de

las mismas:
n

u(t) = cjuy(t) (11.4.6)

j=1

donde los coeficientes c; son constantes.
Demostracion: Dado que el operador L en (11.4.4) es lineal, la combinacion (11.4.5)
serd, obviamente, solucion de (11.4.4) si u,(t) y us(t) son soluciones.
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Mostraremos ahora que existen n'y solo n soluciones w;(t) linealmente independien-
tes. Dado que u posee n componentes, podemos encontrar n vectores linealmente inde-
. 0 .
pendientes u;. Por ejemplo,

1 0 0
u! = 0 uh = 1 ooud = 0 . (11.4.7)
0 0 1
Paraj=1,...,n, sea
ua;(t)
w(t) = | "
Unji(t)

la solucion del sistema (11.4.4) con la condicion inicial w;(ty) = u?. Por el teorema de
existencia, tal solucién existe y es tinica para |t — to| < r (0 sea, t € I).

Consideremos ahora una solucion arbitraria u(t) con la condicion inicial u(ty) =
wg. Para t = ty, como los vectores u;(ty) = u? Jforman una base, podemos escribir

U(to) = Xn:Cj’U,j(to). (1148)
j=1

Debido a la linealidad del espacio, y ;_, cju,;(t) satisface la ecuacién diferencial y la
condicion inicial. Pero, como la solucion para una determinada condicion inicial es uni-
ca, debe cumplirse

n

’LL(t) = Z CjU; (t) (1149)

J=1

YVt € Iy, ya que el segundo miembro de (11.4.9) es también solucion de (11.4.4) y cumple
la condicion inicial. Esto muestra que la dimension del espacio no es mayor que n.
Falta mostrar que las n soluciones w;(t) permanecen linealmente independientes ¥
t € Iy. Si, por ejemplo, parat = t, € I, las soluciones fuesen linealmente dependientes,
entonces existiria una solucién del tipo (11.4.9), con (cq, o, . . ., ¢,) no todos nulos, que

seria nula parat = ty:
n

U(tl) = chuj(tl) =0.

Jj=1
Pero, como también existe la solucion trivial u(t) = 0V t € Iy, por unicidad la solucion
anterior debe coincidir con la solucion trivial ¥ t € 1y y por lo tanto, ¢y = co = ... =
cn, = 0, en contradiccion con lo supuesto. Las soluciones permanecen, pues, linealmente
independientes.

O
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Podemos formalizar algo mas los resultados anteriores. Una matriz de soluciones li-
nealmente independientes

upn(t) wia(t) ... win(t)
() = | vt v - unlt) | (11.4.10)
U1 (t)  Una(t) oo Upn(t)

donde la columna j-ésima contiene las componentes de la solucién u,(t), se denomina
matriz fundamental del sistema. Como du;/dt = A(t)u;(t), con u;(0) = uf, la matriz
U (t) satisface la ecuacion

% — AWU(t), con Ulty) = U, (114.11)

donde U, es la matriz que contiene las n condiciones iniciales linealmente independientes
u(; (Ug = I (matriz identidad) en el caso (11.4.7)). Recordando que n vectores son lineal-
mente independientes siy sélo si el determinante de sus componentes es no nulo, tenemos
Det[U(ty)] # 0, y por el teorema anterior, Det[U(t)] # 0V ¢ € I.

La solucion general de (11.4.4) puede expresarse como

u(t) = U(t)e, (11.4.12)

donde ¢ es un vector constante, lo cual es otra forma de escribir (11.4.9). La solucién
particular para la condicion inicial u(ty) = wug se obtiene para ¢ = U~ (tg)uy:

w(t) = U U Htg)ug = K(t,to)uy,

ya que satisface u(tg) = wug. Aqui hemos definido K (t,%,), que es la llamada matriz
fundamental del sistema y permite resolver el problema homogéneo para condiciones
iniciales arbitrarias. Obsérvese que K (t, t,) satisface la ecuacion homogénea y, para ¢ =
to, se reduce a la matriz identidad. Para las condiciones iniciales (11.4.7), U(ty) = Iy
u(t) = U(t)uo (En este caso, K (t,t9) = U(t)).

Utilizando el método de Picard, podemos expresar, en general, U(t) parat € Iy como

Ut) = [I+/tA(t’)dt’—i—/tA(t’)dt’/tA(t”)dt”+...]UO. (11.4.13)

11.4.2. Evolucion del determinante

Podemos calcular explicitamente Det[U (t)] y verificar que Det[U (t)] # 0si Det[U (to)] #
0. Para ello, notemos primero que si ¢ es un parametro cualquiera de U, tenemos

d Uy v } : (11.4.14)

1,j=1
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donde U;; = (—1)*/Det[U)] y U@ es la matriz con la fila i y columna j de U
suprimidas, tal que )
UT = Det[U] I

y Tr es la traza. Por lo tanto, en el caso (11.4.4),
d N
aDet[U] = Tr[A(t)UU] = Det[U]Tr[A(t)],

lo que constituye una ecuacion diferencial lineal ordinaria para Det[U(¢)]. Obtenemos,
entonces,

Det[U(t)] = Det[U(to)] elio A

con Det[U(ty)] = Det[Uy] # 0. Por lo tanto, Det[U(t)] # 0V ¢t € Iy, de modo que las
soluciones permanecen linealmente independientes, como habiamos demostrado.

I1.4.3. Resolucion del caso no homogéneo. Matriz de Green

Volvamos ahora al sistema lineal original (11.4.1). Si U(t) es la matriz fundamental
del sistema homogéneo (11.4.4), podemos plantear una solucidn particular del tipo

Dado que dU/dt = A(t)U, tenemos:

du dU de de de
Por lo tanto, p p
u c
o A(t)u = U(t)a = f(t),

de donde resulta de/dt = U~(t) f(t) y, por lo tanto,
clt) = o+ [ U OF
La solucion general es, entonces, de la forma
u(t) =U(t)ey + U(2) / U™t f(t)dt (11.4.15)

y la solucion particular para u(tg) = ug es
t
ult) = UOU (s + V() [ U @) F)de
to

= K(t,to)uo—|—/tK(t,t’)f(t’)dt’, (11.4.16)
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con
Kt,t)=UHU ). (11.4.17)

Notemos que K (t,t') satisface

dEK (t,t')
dt

Observemos que el primer término de (11.4.16) es la solucion del sistema homogéneo
que satisface la condicion inicial. El segundo, que se anula para ¢ = ¢, es una solucioén
particular del sistema inhomogéneo, construida en base a n soluciones particulares del
sistema homogéneo (las soluciones fundamentales). La ecuacion (11.4.16) generaliza y
es completamente andloga a la ecuacion (11.2.42) de 11.2.4, valida para el caso de una
ecuacion, en cuyo caso U(t) = wuy(t) es una matriz de 1 x 1 (con uy,(t) una solucién no
nula de la ecuacion homogénea) y K (t,t") = up(t)/un(t’).

Notemos también que, si u;(t) y uq(t) son soluciones particulares para fi(t) y fo(t),
u(t) = crui(t) + cous(t) es una solucion particular para f(t) = c1fi(t) + cafa(t)
(extension de la propiedad de superposicion). Esto puede verse de (11.4.16) o también,
directamente, de (11.4.1) por la linealidad de L. Podemos, por lo tanto, descomponer la
“fuerza” en varios términos o componentes y luego sumar las soluciones para cada una de
ellas. Asimismo, si f(t) se multiplica por un factor «, la solucion particular se multiplica
por el mismo factor. La solucion particular responde, por lo tanto, en forma proporcional

af.

Consideremos, en detalle, la solucion para condicidn inicial nula:

= A(t)K(t,t"), con K({',t)=1I. (11.4.18)

u(t) = /t KO F()d (11.4.19)

Si, ademas, f(t) = 0Vt < 0y el sistema esta en equilibrio para t < to, con u(t) = 0
YV t < ty, puede escribirse

u(t) :(/tK@jﬁme (11.4.20)

o0, equivalentemente,

ult) = /_Oo G ) F ()t (11.4.21)

donde hemos definido

0 to<t<t

G(t,t) = { K(Lt) to<t <t (11.4.22)

La matriz GG se llama matriz de Green del sistema de ecuaciones. Como se ve, permite
establecer el efecto, en un dado valor de ¢, de una fuente que actia en cualquier ¢’ < t.
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Dado que, para problemas de valores iniciales, la variable ¢ es, en general, el tiempo, suele
llamarse a G(t,t') asi definida la funcion de Green causal. Notese que es discontinua en
t =t (limy_p+ = I; lim;_,p- = 0).

Escribiendo explicitamente los elementos de matriz, se tiene

ui(t) = zn: / " Gy (t, t") f;(t)dt’, (11.4.23)
j=177%

con

=40 0<t<t
Gij(t.t) = { Ky (1) = S0 Un(OUS () 0<t <t (11.4.24)

11.4.4. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Estudiaremos ahora el caso muy importante en el que la matriz A en (11.4.1) es in-
dependiente de t, es decir, A;;(t) = A,;j, constante V i, j. El sistema de ecuaciones /o-
mogéneo

du

T Au (11.4.25)

es, ahora, invariante frente a traslaciones “temporales” ¢ — ¢ + c. Por lo tanto, podemos
tomar, sin pérdida de generalidad, ¢y = 0, ya que si u(t) es la solucion de (11.4.25) para
u(0) = ug = u(t — tp) sera la solucion de (11.4.4) para u(ty) = ug. Los sistemas que no
dependen explicitamente del tiempo se denominan auténomos y exhiben obviamente la
propiedad anterior.
Antes de considerar la solucion general, notemos que si planteamos una solucién par-
ticular de (11.4.25) de la forma
u(t) = ve, (11.4.26)

donde A y v son independienes de t, con v un vector no nulo, reemplazando en (11.4.25)
obtenemos la ecuacion A\ver = AveM, o sea que,

Av=\v. (11.4.27)

Esta es, precisamente, la ecuacion de autovalores asociada a la matriz A (véase Apéndice
A): A debe ser autovalor de A, siendo determinado por la ecuacion

Det [A— M| =0,
y v debe ser un autovector asociado, es decir, un vector que satisface
(A—=X)v=0, v#0.

Analogamente, si A es autovalor y v un autovector asociado, (11.4.26) sera solucion de
(11.4.25). En otras palabras, tenemos el Teorema: u(t) = ve serd solucion no nula de
(11.4.25) si y s6lo si X es autovalor de A y v un autovector asociado.
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Si la matriz A es diagonalizable (ver Apéndice A), existen n autovectores linealmente
independientes vy asociados a autovalores A\, no necesariamente distintos. Obtenemos
asi n soluciones linealmente independientes de (11.4.25),

up(t) = vee™, k=1,....n, (11.4.28)
que permiten construir una matriz fundamental de la forma

Ut) = ((vieM, .. vett ) . (11.4.29)
La solucion general del sistema es entonces

u(t) = U(t)e
= e+ ..+ vt (11.4.30)

Notese que A\, puede ser real o complejo, aun si la matriz A es real. Si es real, los
autovalores complejos apareceran en pares conjugados, con autovectores también conju-
gados:

A’Uk = )\kvk = A’T)k = j\kﬁka

donde A\, = A + IN N = AL — z)\z En este caso, tanto la parte real como la parte
imaginaria de vye ! seran soluciones reales (y linealmente independientes si A} # 0) del
sistema. Cada par de autovalores complejos conjugados origina pues el par de soluciones
reales linealmente independientes

uy(t) = Re [vkeAkt], uz(r) =Im [vke’\’“t] ,
de elementos
uly = \vjk|e>‘2t cos(AL t + Dik) uz-k = \’vjk|e)‘2t sen (ALt + Dik)

donde hemos escrito v;; = |v;;|e’?*. La parte imaginaria A\, de \; representa obviamente
una frecuencia angular.

Para tratar el caso general, en el que la matriz A no necesariamente es diagonalizable,
volvemos al tratamiento general anterior.

I1.4.5. Solucion fundamental general en el caso constante
Si la matriz A es constante, la ecuacion (11.4.13) conduce a

=\ Amn

>

n=0

= exp|At|Uy, (11.4.31)

t2
Ut) = [I+At+A2§+...]UO= Us
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donde hemos introducido la exponencial de una matriz,

= (A)™ A?
exp[A] = Z%:I_'_A—i_?“’_... (11.4.32)

m=0

Esta serie converge V matriz cuadrada A de nxn (si |A;;| < KVi,j = |(4%);;| <nK?y
en general, |(A™);;] < (nK)™/n, por lo que |[exp(A)];;] < 1+ (e™® —1)/n)). Podemos
verificar que (11.4.31) es la solucion de (11.4.11) V¢. En efecto,

d d o= A™tm S ATl
— = — —_— = ——=A At].
dt expl A dt mZ:O m! mzzl (m—1)! explAl]

La solucion general de la ecuacion homogénea puede, pues, escribirse como
u(t) = exp|At|c (11.4.33)
y la solucion particular para u(ty) = ug es
u(t) = explA(t — to)]uo -

La solucion de la ecuacion inhomogénea para u(tg) = ug es entonces
t
w(t) = explA(t—to)uo + / explA(t—t)] £(£)dt" | (11.4.34)
to
que corresponde a K (t,t") = exp[A(t — t’)] en (11.4.16).
Nota: Para matrices Ay B generales,

exp[A + B] # exp[A] exp|B] # exp[B] exp[4].

La igualdad se cumple s6lo si A conmuta con B, o sea, si [A, B] = AB — BA = 0. Por
ejemplo,
exp[A] exp[—A] = exp[A — A] = exp[0] =1 .

Por lo tanto, la inversa de exp[A] es exp[—A]. Ademas,

exp[A(t — t')] = exp[At — At'] = exp[At] exp[—At].
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11.4.6. El caso diagonalizable

Veamos como evaluar exp|At]. Si A es diagonal, es decir A;; = N\0;; = (A™)i; =
A7*9;; es también diagonal V m y por lo tanto exp|At] es diagonal, con (exp[At]);; =
e*i8;;. En tal caso, el sistema (11.4.4) es desacoplado, y las soluciones son, obviamente,
u;(t) = u;(0)e*i, que pueden escribirse como u(t) = exp[At]u(0).

En general, si existe una matriz V' de n x n no singular tal que

A=VDV~t, (11.4.35)
con D diagonal,
A0 .00
D 0 X ... O ’
0 0 ... X\

se dice que la matriz A es diagonalizable (en el Apéndice A se resumen los conceptos
fundamentales sobre diagonalizacion de matrices). En tal caso los elementos diagonales
A; son necesariamente los autovalores de A y las columnas de V' son los autovectores
asociados:

V= ( v1,..., U, ), con Av, =M Nv,, k=1,...,n,
tal que AV =V D.

Utilizando (11.4.35) tenemos A2 = (VA'V 12 =VAV VAV 1=VA?V-! yen
general, A™ = (VA'V-1)m = VA™V =1, por lo que

exp[At] = exp[V (Dt)V ! = Vexp[Dt]V 1, (11.4.36)
con
et 0 ... 0
Aot
exp[Di] = 0 e ... 0
0 0 ... eM

La evaluacion de exp|[At] es, entonces, inmediata. Se reobtiene asi la solucion general
(11.4.30):

u(t) = explAt]é = Vexp[Dt]e

n

= ) o (11.4.37)
k=1
donde ¢ = V7'é = (cy,...,c,)" es un vector de constantes arbitrarias. La expresion

solucion (11.4.37) coincide con la solucidon previamente hallada (11.4.30).
Si u(0) = vy, (autovector de A) = ¢; = ;i y

w(t) = vpe . (11.4.38)
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La solucion w(t) permanece, en este caso, proporcional a u(0) y tiene una evolucion de
tipo exponencial (real o compleja).

La transformacion (11.4.35) (denominada transformacion de semejanza) corresponde
a un cambio de base. Para una matriz ' no singular arbitraria de n x n, el vector

a=V""tu, (11.4.39)
de componentes @; = Y | ; V;;luj, satisface la ecuacion
du
dt
Si para una matriz A diagonalizable, elegimos V' como la matriz de autovectores, A’ es la
matriz diagonal D de autovalores y el sistema (11.4.40) queda desacoplado:

Ala, A =VT1AV. (11.4.40)

diiy,

dt
Podemos, entonces, “desacoplar” el sistema original (11.4.4) mediante la transformacion
lineal (11.4.39). Las nuevas variables u; pueden interpretarse como las coordenadas de la
solucion en la base que diagonaliza la matriz A (base de autovectores), y son las “coorde-
nadas normales” del sistema. La ecuacion u(t) = Vu(t) conduce a (11.4.37).

:)\kﬂ/ka /C:L...,n.

Ejemplo 11.4.1: Consideremos el sistema

{ fl—f = ax+ by

B gy by (11.4.41)
.

Podemos escribirlo en la forma

du x a b
%—Au, u-(y), A_(ba)'

La ecuacion caracteristica es Det[A — AI] = (a — \)? — b* = 0, y sus raices son

)‘:I: =axb.
. g eS|
Resolviendo la ecuacion Av = A\v obtenemos los autovectores v = % 1 ,
que son ortogonales, v} - v_ = 0, y estan normalizados: v} - v, = v’ - v_ = 1 (0 sea,
son ortonormales). La solucion general de (11.4.41) es, segun (11.4.37),
u(t) = cyv el 4 y_elaVt

es decir, definiendo o = c1/v/2,

2(t) = ap el —q el (1) = a el @t 4o _eladt (11.4.42)

Para |b| < |a|, el acoplamiento b puede pensarse como una “perturbacion” que produce
un “desdoblamiento” del ritmo de crecimiento (a > 0) o decaimiento (a < 0) de x ¢ v,
originando dos componentes en la solucion general para estas variables.
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Podemos obtener las soluciones anteriores directamente planteando una solucion del

tipo u = ve, lo que conduce a la ecuacion de autovalores Av = \v.
Escribiendo A = VA'V~!, con

, (a+b 0 AT A A T
A‘(o ww)v—ﬂ(11)wr—ﬂ 11

obtenemos, también,

exp[Af] = V exp A VL = cat (cosh(bt) sinh(bt)) |

sinh(bt) cosh(bt)

Las columnas de esta matriz son las soluciones wu; (), us(t), que satisfacen u(0) = (§),

uy(0) = (9), y corresponden a ay, = —a_ = 1/2y a, = a_ = 1/2 en (11.4.42). Si
z(0) = xg, y(0) = 0, la solucion es zou, (t), o sea,

x(t) = zoe® cosh(bt), y(t) = xee sinh(bt). (11.4.43)

Debido al acoplamiento b, y(t) adquiere un valor no nulo al aumentar ¢.
Las soluciones (11.4.42) pueden interpretarse mejor en términos de las nuevas variables

T _ V_l Xz _ 1 T + Yy

y Y 2\ —z+y )
que satisfacen las ecuaciones desacopladas

dz dy

- W -2 =(a—0b)7. 11.4.44

= (a+)i L == (11.4.44)
Las soluciones de (11.4.44) son, obviamente,

i(t) = cp et G(t) = c_ele TVt (11.4.45)

Como () = (TF9)/ /2, las soluciones (11.4.42) se obtienen inmediatamente de (11.4.45).
Las constantes ¢4 no son otra cosa que los valores iniciales Z(0), 7(0).

Las formulas anteriores permanecen validas para matrices A complejas. Por ¢j., la
ecuacion de Schrodinger para un sistema de dos niveles degenerados de energia € con

“acoplamiento” « es
du
ihe = Hu, H = ( c O‘) ,
dt o €

donde H es la matriz que representa al Hamiltoniano y w(t) la funcion de onda. Corres-
ponde aa = —ie/h, b = —ia/h en (11.4.41). La ecuacion (11.4.43) conduce a

|2 (t)[* = |ao|* cos™(at/h),  [y(t)[* = |wo|* sin*(at/h).

Debido a la interaccion, el sistema oscila entre los dos niveles con frecuencia f = 327
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Problema sugerido 11.4.1:

1) Determinar el movimiento de una particula no relativista de carga g bajo la accion
de la fuerza de Lorentz. Sugerencia: Resolver el sistema lineal de primer orden mdv /dt =
qu X B,y mostrar que las trayectorias son espirales.

i1) Suponer que se afiade ahora un campo eléctrico constante en la direccion: a) del
campo magnético y b) perpendicular al campo magnético. Resolver el sistema y describir
el movimiento resultante en cada caso.

Problema guiado 11.4.2: Trayectorias en el plano de fase
Consideremos el sistema lineal homogéneo de primer orden,

{ defdt=ar+by @ GcR. (11.4.46)

dy/dt = cx + dy

Las soluciones reales z(t), y(t) del sistema pueden visualizarse graficando las “trayecto-
rias” (z(t),y(t)) en el plano x, y, denominado normalmente plano (o espacio) de fase.

a) Mostrar que las trayectorias no pueden cruzarse para tiempos ¢ finitos.

b) Probar que la ecuacion diferencial que define las trayectorias es j—i = Zﬁiﬁg

c¢) Mostrar que si (jgg))) coincide con un autovector de la matriz asociado a un autovalor
real \ # 0, la trayectoria es recta. Indicar en qué casos se alejara y cuando se acercara al
origen al aumentar ¢. d) Considere ahora a = d = «, b = ¢ = (. Grafique e interprete
las trayectorias para: i) a = 1, f = 1/2,i)) a = =1, f = 1/2,il)) a« = -1, § = 2.
Identifique los casos en que el origen (z,y) = (0,0) es un punto de equilibrio estable y
aquellos en que es inestable.

e) Considere ahoraa = d = o, c = —b = w, caso en el que los autovalores de la matriz
son complejos. Grafique e interprete las trayectorias para:
Da=—-lL,w=1i1)a=1,w=1ii) a = 0, w = 1. Muestre que en este ultimo caso
las trayectorias son circulos centrados en el origen.
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4

Figura 11: Graficos de las soluciones del sistema (11.4.46) para a = d, |a| = |3]. Las
flechas indican el sentido del movimiento. Los graficos corresponden a: 1) Ambos auto-
valores reales y positivos, 2) Ambos reales y negativos, 3) Uno positivo y uno negativo, 4)
Complejos con parte real negativa, 5) Complejos con parte real positiva, 6) Imaginarios.

I1.4.7. Evaluacion de exp|[At] en el caso no diagonalizable

Una matriz cuadrada arbitraria puede siempre descomponerse en la forma A = VA’V 1,
con

D, 0 ... 0
| 0 D0
0O 0 ... D,

donde D, son bloques de n; x ny de la forma

A 10
D, = 0 N 1
0 O A
0 1 0
W A A 0 0 1 1 ’
0 0 0
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con \;, autovalor de A (Det[A—A,I] = 0) e I laidentidad de ngxny (3~ ny = n). Esta
forma se denomina descomposicion de Jordan (o forma candnica de Jordan), y el caso
diagonalizable corresponde a n; = 1 Vk. En este tltimo caso, la multiplicidad algebraica
ma(A) de cada autovalor A (multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico) coincide
con la multiplicidad geométrica m () (dimension del espacio propio asociado, es decir,
niimero de autovectores linealmente independientes asociados a A): my(A) = mg4(A). En
cambio, en el caso no diagonalizable, m,(\) < m,(A).

Como AV = V A', las columnas v’ de V' correspondientes al bloque & quedan deter-
minadas, si ny > 2, por

Avy = Mol Avf = NooF +of L i=2.000 . (11.4.47)

La base de Jordan del bloque & puede, pues, obtenerse comenzando con un vector “semi-
lla” v} no nulo que satisface

ng ok ng—1,.k
(A= X)™ vy =0, (A—=N)"™ 1o} #0,

obteniéndose luego los vectores v¥ como

vf = (A= M)k i=1,...,n—1,
con v} autovector de A asociado a \. Cada bloque contiene, pues, un solo autovector.
La descomposicion de Jordan permite evaluar exp[At] facilmente. La matriz J), es
nilpotente: J;'* = 0. Por lo tanto, como (I, J;| = 0,

exp[Dit] = exp|[Aplit] exp[Jit]
Jpt)
VTP WO 0
e [ g+ Jit + + (nk—l)! ]
1t ...t (g —1)!
0 1 ... t™=2/(ng—2)!
= M| . . . . (11.4.48)
0 O t
0 O 1
Se obtiene, entonces,
ePit 0 0
Dot
exp|At] =V 0 e 0 V!
0 0 ePmt

La solucion general (11.4.33) es, por lo tanto, de la forma

u(t) = VexplA'tle= Z Zcfvf(t) :

k=1 i=1
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con ¢ = V~!éy vF las soluciones particulares

t2
vf(t) = e)‘kt'vf, 'U'z‘?(t) = eA’“t(véC + t’v’f) , v:’;(t) = e’\’“t(véf + tv§ + —’U’f) e

2!
es decir,
vi(t) = M Z v e i=1 n (11.4.49)
7 - T = L,...,Ng. 4.
Cada bloque genera asi 7, soluciones linealmente independientes {v{(t),..., v (t)},y

el niimero total de soluciones linealmente independientes generadas por un autovalor A
coincide siempre con su multiplicidad algebraica m, ().

La solucién (11.4.49) es una suma de exponenciales e*** multiplicadas por potencias
de t menores que 1. Esta solucion puede interpretarse en términos del vector . = V ~tu,
que satisface la ecuacion du/dt = A'u, o sea,

dil* di®
CZ; = My + g, i =1, m = 1, b= Al (11.4.50)

para el bloque k. Las soluciones de este sistema son precisamente las columnas de la ma-
triz (11.4.48). No es posible ahora desacoplar completamente el sistema. La forma (11.4.50)
es la representacion “minimamente acoplada” del mismo.

Observemos que, si se desea resolver el caso no diagonalizable en forma directa, ante
la presencia de un autovalor A con my(\) < m,(A), se debe proponer, ademas de la
solucion exponencial ve*, una segunda solucion de la forma

u(t) = eM(w + tv).
Al reemplazarla en el sistema du/dt = Au, se obtienen las ecuaciones
Av =X, Aw=\w+wv, (11.4.51)

que implican que v debe ser autovector de A asociado a \ y w el segundo vector de la base
de Jordan asociada al bloque generado por el autovector v (o sea, v = vy, w = vy). Si
aun no se obtienen m, () soluciones linealmente independientes, se propone una nueva
solucion de la forma

tmfl

'u,(t) = e)\t('vm +v,_1t+...+ Ulm

), (11.4.52)

con m = 2 que, al reemplazarla en el sistema, conduce a las ecuaciones de Jordan
(11.4.47). De ser necesario, se sigue proponiendo soluciones de la forma (11.4.52) com
m = 3,4, etc., hasta obtener m,(\) soluciones linealmente independientes.
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Finalmente notemos que, en un sistema de 2 x 2 no diagonalizable, D = A5 + Js,
con \ el tnico autovalor de A, porlo que A = V(Ao + Jo)V ™! = A, + V.,V =1 Porlo
tanto,

explAt] = MV (Iy + Jot) V! = Ml + (A — \y)], (11.4.53)
lo que evita tener que hallar explicitamente la base de Jordan.

Ejemplo 11.4.2:
— =ay. (11.4.54)

En este caso

b
A:(g a):a]2+bjg

y la ecuacion caracteristica Det[A — Al5] = (a — A\)? = 0, posee una unica raiz A = a.
Esta matriz no es diagonalizable. No obstante,

at

e bett
exp[At] = explalst] explbJat] = 0 et . (11.4.55)

La primera columna nos da la solucion que satisface u;(0) = () y la segunda u,(0) =
(9). La solucion general puede entonces escribirse como

u(t) = cre®vr+ e (vy +toy), (11.4.56)

con v, = (1) , Vg = ( bg ), que satisfacen Av; = A\vy, Avy, = A\vy +v;. El sistema

(11.4.54) puede también tratarse en forma elemental resolviendo primero la ecuacion para
y y luego la ecuacion para z, considerando a by como término no homogéneo.
Nota. La matriz A = (2?) es diagonalizable si be # 0, ya que en tal caso posee

dos autovalores distintos: La ecuacion Det[A — AI] = (A — a)? — be = 0 conduce a
A+ = a £ Vbe, con autovectores vy = ( Ail /b), obteniéndose

exp| At]:eat( cosh(rt) gsinh(rt)>’ Y/~

7 sinh(rt)  cosh(rt)

Tomando el limite » — 0 se obtiene la ecuacion (11.4.55), ya que la solucion para un ¢ fijo
arbitrario es una funcion continua de los parametros que definen la matriz del sistema.

I1.4.8. Exponencial en el caso A(t) variable

Ahora que sabemos exponenciar matrices, podemos volver al sistema de ecuaciones
lineales general (11.4.4).
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Si[A(t), A(t)] = 0V t,t' € Iy, obtenemos

U(t) = exp {/tA(t')dt'] Up . (11.4.57)

En efecto, en este caso no importa el orden temporal en los términos del desarrollo
(11.4.13). Se obtiene

t t t t
/ A(tat / A(t")dt" = % / A(thdt' / A(t")dt"
to to to to

yaque A(t")A(t") = A(t")A(t'). Analogamente,
1 t

/ " At / " Aty .. / T At = — " A()dn, / " Altp)dty .. / ALt

to to to S, to to

y, por lo tanto, el desarrollo (11.4.13) conduce a (11.4.57).
En el caso general, la ecuacion (11.4.13) suele escribirse como

t
U(t) =T exp {/ A(t’)dt’] Up, (11.4.58)
to
donde T es el operador de “ordenamiento temporal™: T[A(t)A(t')] = {ig?ﬁféi : iiﬁﬁ, con
una definicion analoga para un producto de mas de dos términos.

I1.5. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

Como ya hemos visto, toda ecuacion diferencial ordinaria de orden n, dadas condi-
ciones iniciales sobre las primeras n — 1 derivadas, puede reducirse a un sistema de n
ecuaciones de primer orden con una cierta condicion inicial. En particular, esto es cierto
para las ecuaciones lineales. Consideremos, primero, la ecuacién homogénea de orden n

d"u d" du
—+ap_1(t)——+.. . F+a1(t)—+ap(t)u =0 . (1.5.1)
dtm " <>dﬁH ()dt ®)

o« . « e . m—1 g o
con condiciones iniciales dadas sobre u, %, ...‘fltn—_?. Escribiendo

u
du
dt

d" 1y
dtn—1

la ecuacioén (11.5.1) es equivalente al sistema lineal de primer orden

0 1 0
Ju 0 0 1 .
— =Alt)u, A= . (11.5.2)
dt .0 1
—ao(t) —al(t) c. —an_1<t),
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u(to)
% (t)

Z:;—EL(LLO)

Si los coeficientes a;(t) son continuos en un intervalo Iy, los teoremas de existencia
y superposicion aseguran la existencia de n soluciones linealmente independientes u; ()
parat € . Esto implica aqui la existencia de n soluciones linealmente independientes

wur(t), ... un(t),

de (11.5.1), ya que las siguientes componentes de u;(¢) son las derivadas de la primera
componente u;(t). En otras palabras, el conjunto de soluciones de (11.5.1) es un espacio
vectorial de dimension n, y la solucion general de (11.5.1) es

con la condicion inicial u(ty) =

u(t) = crur(t) + ... 4 cpun(t) (11.5.3)
Mas aun, el determinante
(751 c. Unp
duy dun,
Wiuy,...,u,) = Det[U(t)] = deTThdt : (11.5.4)
dn71U1 dnflun
dtn—1 e dgn—1

denominado usualmente Wronskiano, es no nulo ¥t € Iy, lo que constituye una con-
dicion mads fuerte que la independencia lineal de las funciones u;(¢): Si n funciones
{fi(t),..., fu(t)} son linealmente dependientes, entonces W (fi,..., f,) = 0. Pero si
{fi(t),..., fu(t)} son linealmente independientes, W (f1, ..., f,) puede ser también nu-
lo: Si fy =t, fo = 2, W(f1, fo) = t* se anula para t = 0, a pesar de que son funciones li-
nealmente independientes para ¢ € R. Mas aun, las funciones f(t) = 62 20 fo= {5 Eg
son también linealmente independientes si t € R, pero W (fi, fo) = 0 Vt. Estos pares
de funciones no pueden, pues, ser las soluciones linealmente independientes de ninguna
ecuacion (11.5.1) de segundo orden con coeficientes a(t) continuos para todo t € R, ya
que las soluciones u; (), us(t) deben cumplir ademas W (uy,us) # 0V ¢ € R.

Una solucion particular u(t) de (11.5.1) queda entonces completamente determinada,
para t € Iy, por el valor inicial de u(t), es decir, por los valores iniciales de u y de sus
primeras n — 1 derivadas en un punto arbitrario ¢y € Ij:

U(to) = Ug, U/(to) = u(l) ) e u(n—l) (tO) = Ug_l . (1155)

Explicitamente, se verifica que el sistema lineal resultante para los coeficientes ¢y, ..., c,
en la solucion general (11.5.3),

C1U1 (to) + ...+ Cnun(t0> = U
aui(te) + ... +cuul(te) =
cuf o) + . eu ) = ud!
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posee solucion vnica ¥ {ug,u} ..., ul '} € Ry V ¢y € Iy, ya que el determinante de
la matriz de coeficientes de este sistema es justamente el Wronskiano (11.5.4), que es no
nulo V ¢y € 1.

Podemos observar, como anticipo, que este es un caso particular (unidimensional)
del llamado problema de Cauchy, en que una solucion particular de una ecuacion lineal
en derivadas parciales de orden n queda univocamente determinada al dar el valor de la
funcion y sus n — 1 derivadas normales sobre una hipersuperficie de dimension igual a
la del espacio menos uno. En nuestro caso unidimensional, se trata de un punto, es decir,
t = to.

I1.5.1. Caso de coeficientes constantes

Consideremos ahora el caso importante en que a;(t) = a;, constante, parai = 0,...,n—1:
d™u d" du
—+ay,1——+...+a1—+tagu =0 . 11.5.6
den g gy T (11.5.6)

La matriz A es constante y, en virtud de lo hallado en 11.4.4, las soluciones del problema
homogéneo seran del tipo u(t) = e, o bien e*'t/, con j entero. La ecuacion caracteristica
para A es

Det[)\l — A] = )\”—i-an_l/\"_l ... +a1)\+a0 =0 , (1157)

que puede obtenerse directamente planteando una solucion puramente exponencial

u(t) = ce™

en (11.5.6).
Si las raices de (11.5.7) son todas distintas, un conjunto de soluciones linealmente
independientes es

y la solucion general es
u(t) = c;eMt 4+ . 4 cpet

Las constantes c; pueden determinarse a partir de las n condiciones iniciales (11.5.5).
En el caso general, podemos escribir (11.5.7) en la forma

A=A)" (A= A)™ . ..(A= Ap)™™ =0,

donde ny es la multiplicidad de la raiz A, (3, , nx; = n). Por lo tanto, (11.5.1) puede
escribirse como
d d d

[(E - )\1)”1(% —A2)" (a — )" u =0, (IL5.8)

donde (4)7 = 2~ Dado que (4 — N\)eMt =0 = (L — \) (M) = jeMtti—ly
d

(@_/\k)nk(e)\kttj):()’ J:[)?,nk—l
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Un conjunto de n soluciones linealmente independientes de (11.5.8) es, entonces, {e*!t/, j =
0,...,n— 1, k=1,...,m},ylasolucion general es

ne—1

u(t) = Xm: et Z it .
k=1 =0

Las constantes c;; pueden determinarse, nuevamente, a partir de las condiciones iniciales
(11.5.5).

Observacion: Si alguna raiz A es compleja, o sea A = A\, +1.)\;, y si los coeficientes a;
son todos reales, A\ = \, — i)\; serd también raiz, ya que las raices complejas apareceran
en pares conjugados. Por lo tanto, si se desea tener una base de n soluciones reales, basta
con tomar las partes real e imaginaria de e':

Y, (t) = Re[eM] = eMcos(N\it), wi(t) = Im[eM] = eM'sin(\it),

ya que y.(t) = (eM + M) /2, yi(t) = (eM — eM)/(2i), son combinaciones lineales li-
nealmente independientes de las soluciones e* y e* si \; # 0. Esto esta de acuerdo con
las consideraciones generales para ecuaciones diferenciales lineales mencionadas en el
primer capitulo.

Notemos, también, que las soluciones exponenciales asociadas con raices complejas
representan soluciones oscilatorias con amplitud exponencialmente decreciente (A, < 0)
o creciente (A, > 0). La combinacion lineal ¢,y,(t) 4+ c;y;(t) suele, entonces, escribirse

en forma mas transparente como
Art Art o _ A Mt
cre ™ cos(A\it) + ¢ sin(\it) = Ae™’ cos(Ait + @) (11.5.9)

donde A representa la amplitud inicial, \; = w = 27 f representa una frecuencia 'y ¢ es
una constante de fase. Dado que cos(\;t + ¢) = cos \;t cos ¢ — sin At sin ¢, tenemos

A=\/c2+ 2, tand = —c¢;/c,.

d*u

Problema sugerido I1.5.1: Hallar la solucion general de 7 — u = 0.
Ejemplo IL1.5.1: Ecuacion de Euler:
d"u  b,_;d"tu by du b
2L Dy =
drm rodr® rr=tdr  rm
Aunque no se trata de una ecuacion con coeficientes constantes, podemos llevarla a la
forma (11.5.1) con a; constante mediante el cambio de variables r — e'. Tenemos % =
du d —ldu d2 —27d? d
quel — prlde &g — p2[4 — 94] 'y en general,
e _ s, du
R IL
i=1
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con «, constante (y ..., = 1). Por lo tanto, en la variable ¢ se obtiene una ecuacion del

tipo (11.5.1) con ag = by y a; = Zﬁl ;Qim parad = 1,...,n — 1. Las soluciones son
entonces de la forma u(r) = e* = r*, con \ determmado por la ecuacion (11.5.7), o, en
general, e*t* = r*(Inr)*,y k = 1,...,m — 1, con m la multiplicidad. Los valores de A

pueden también hallarse directamente reemplazando en la ecuacidén de Euler una solucion
de la forma u(r) = r*. Se dejan los detalles para el lector.
Por ejemplo, consideremos la ecuacion

T du

Reemplazando u = r* se obtiene
MA=1)+A—a*=0,

cuyas raices son AL = ta. Para a # 0, la solucién general es

u(r) =cyr®+c_r

y la solucion particular para u(1) = uy, v'(1) = v; es
1 a —a U1/ a —a
u(r) = 5[“1(7“ +77%) + E(?‘ —r ). (11.5.10)

Sia — 0, la solucion general es ¢; + ¢2 In7 y la solucion para u(1) = uy, v/(1) = vy es
u(r) = uy + vy Inr, que puede obtenerse tomando el limite de (11.5.10) para a — 0.
Sia = ilal,t* = cos(|a|Inr)+isin(|a|Inr) y u(r) = u; cos(|a| Inr)+2 sin(|a| Inr).

I1.5.2. Ecuacion diferencial lineal no homogénea de orden n

Consideremos ahora la ecuacion

d”u+ (t>d”*1u+ " (>d
dpn O\ T all) g

con valores dados de u y sus primeras n — 1 derivadas en ¢ = ¢,. La ecuacién diferencial
puede escribirse como

+ao(t)u = f(t), (1.5.11)

0
du
S—Awu . fo=| o |- (115.12)
f(t)

A partir de la solucion general (11.4.16), la primera fila de la solucion u(t) (que es la que
importa ya que las restantes son sus derivadas) es, entonces,

ZKU t,to)u /Klntt t")dt' (11.5.13)
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donde K7;(t,t0) = [U(t)U*(to)]1;, con U(t) una matriz fundamental de soluciones, y
ug = u(j)(to), 7 =20,...,n—1, son los valores en ¢t =ty de u y sus primeras n — 1 de-
rivadas. El primer término en (11.5.13) es, pues, una solucién de la ecuacion homogénea
que satisface las condiciones iniciales, y el segundo, dado por la integral, es una solu-
cion particular de la ecuacion inhomogénea con condiciones iniciales nulas. Dado que
K(tg,to) = I (identidad), wy(t) = Kix(t, 1) es la solucion de la ecuacion homogénea
(11.5.1) que satisface
w,(gj_l)(to) = 5kj7 j = 1, Lo,

es decir, wy () es la que satisface w;(ty) = 1, con w(j)(to) =0Oparaj =1,...,n—1,
y w,(t) aquella que satisface w,(f)(to) = Oparaj = 0,...,n — 2, con wgn_l)(to) =

1. Esta ultima es la que determina (para ¢, = t') la solucion particular de la ecuacion
inhomogénea

En forma mas explicita, si {u;(t), ..., u,(t)} son n soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacion homogénea (columnas de U(t)), podemos también reescribir la
solucion (11.5.13) como

ut) = (Ue+UBt) =Y cuun(t) + > oetun(t),  (1.5.14)

donde la primera suma es la solucion general de la ecuacién homogénea, con cy, ..., c,
constantes arbitrarias (a ser determinadas por las n condiciones iniciales u®)(ty) = uk,
k = 0,...,n — 1)y la segunda, una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea

(11.5.11). Reemplazando en (11.5.1) se obtiene U(t)v'(t) = f(¢) y por lo tanto v(t) =
JU(t)f(t)dt, o, en forma explicita,

Wi(t)
t)= [ (=1)F tydt, k=1,... 11.5.15
wlt) = [ k=1, (1.5.15)
donde W (t) = W(uy,...,u,) es el Wronskiano (11.5.4) y Wy (t) el determinante de la
matriz obtenida suprimiendo la fila n y la columna & de la matriz que define a W (t). De
esta forma, podemos expresar K1, (t,t') en (11.5.13) explicitamente en términos de las n
soluciones base u; (t), .. ., u,(t), como

n

Kuin(t,t) =Y (=DM Mup ()W (') /W (¢) . (11.5.16)

k=1

Por ejemplo, para una ecuacion de segundo orden (n = 2), con soluciones indepen-
dientes u; (t), u2(t) de la ecuacion homogénea, obtenemos

—uy (t)ua(t') + us(t)us (t')

K12(t, t/) - W(t')

(11.5.17)




II.5 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N

sera entonces

u(t) = crui(t) + coua(t) — m(t)/t %dt’ + Ug(t)/t %dt’(nil&

Problema sugerido I1.5.2: Probar (11.5.17)—(11.5.18).

I1.5.3. Ecuacion de orden » no homogénea con coeficientes constan-
tes

En el caso de coeficientes constantes (a;(t) = a; V t), K(t,ty) = exp[A(t — ty)] =
K(t — ty) y podemos entonces reescribir (11.5.13) como

u(t) = Kyt — to)uh + / Kt —t) f(t")dt (11.5.19)
j=1 to

con wy(t) = Kx(t) las soluciones de la ecuacién homogénea que satisfacen w,(j - (0) =

5kj; ] = 1,...,n.
Explicitamente, en el caso de n raices )\, distintas, las n soluciones linealmente inde-

pendientes son uy(t) = e, k =1,...,n,y el Wronskiano es
Wy, .. ) = NPT = ). (11.5.20)
i<j

La ecuacidn (11.5.16) conduce, entonces, a

Kin(t,t) = Ki(t—t) =) _ eP’(/\k) 7 (11.5.21)
k

donde
PO) =TT =)
i=1
es el polinomio caracteristico y P'(Ar) = [, (Ar — Ai).
Por ejemplo, para una ecuacion de segundo orden (n = 2) obtenemos, si \; # Ao,

6)\1 (t—t/) A2 (t—t/)

€
A1 — A2

Kip(t—t) = (1.5.22)

Problema sugerido I1.5.3: Probar los resultados (11.5.20), (11.5.21), (11.5.22).
Problema sugerido I1.5.4: En base a los resultados anteriores, probar que la solucion de
la ecuacion de segundo orden

d*u du
W + 2@@ + bu = f(t)
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que satisface u(0) = ug, u/(0) = vy, es

u(t) = e “fugcosh(rt) + U ¥ @iy sinh(rt)]
t ~sinh —
+ [ e ROl pyar, (115.23)
0

conr = va?—b. Sir — 0, la fraccion en (11.5.23) se reduce a t — t' (y sir = iw, a
sinfw(t — t')]/w).
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I1.5.4. Ecuacion diferencial lineal de segundo orden

Dado que las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden aparecen asociadas
a problemas de Fisica con mucha frecuencia, resulta conveniente dedicarles esta subsec-
cion. Parte de su contenido servird también para ilustrar lo discutido en la subseccion
anterior para el caso de orden n. Empecemos considerando la ecuacion homogénea

d*u du

—+a(t)— +b(t)u = 0. 11.5.24

e alt) S bt =0 (115.24)
Si a(t) y b(t) son funciones continuas en un cierto intervalo I = [t1,t5], entonces la

ecuacion posee siempre dos soluciones linealmente independientes uy(t) y us(t), para
t € 1, tales que la solucion general de la ecuacion es de la forma

u(t) = c1ur(t) + caua(t), (11.5.25)

con c; y co dos constantes arbitrarias. Estas dos constantes se pueden determinar cono-
ciendo las condiciones iniciales u(tg) = ug y u'(ty) = ug, donde ¢ty € I. Para a(t) y b(t)
continuas en / vale el teorema de unicidad de la solucion; por lo tanto, la solucion w(t)
que satisface las condiciones iniciales es Unica. En otras palabras, el sistema algebraico
de dos ecuaciones lineales

c1u (to) + c2 ua(to) = uo
c1uy(to) + cauh(te) = ug (11.5.26)

posee siempre una unica solucion para las constantes c; y co. Esto, a su vez, implica
que el wronskiano debe ser no nulo para ¢ = %,. Pero, como ¢, es un punto cualquiera
del intervalo, la unicidad implica que si u1(t) y us(t) son dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacion homogénea; entonces, el wronskiano W (uy,us) # 0Vt €
I. Por otro lado, como ya se enfatizo6 en el caso general, W (v, v9) puede anularse en un
cierto punto, aun cuando v (t) y vo(t) sean funciones independientes, pero en ese caso no
seran soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.

En este punto parece oportuno mencionar que no existe un método general simple y
directo para hallar las dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferen-
cial lineal homogénea de segundo orden, cuando las funciones a(t) y b(¢) son funciones
generales, no constantes. Sin embargo, si a(t) y b(¢) se pueden desarrollar en series de
potencias alrededor de algun punto ¢, entonces es posible proponer un desarrollo similar
para la solucion: u(t) = > a;(t —t,)’. Reemplazando esta serie en la ecuacién se pue-
de obtener una relacion recursiva para los coeficientes a;. Esta metodologia se tratara en
detalle mas adelante, en el contexto del problema de Sturm-Liouville (II1.1).

Por otro lado, si existe un método general simple para encontrar la segunda solucién
linealmente independiente us(t), si se conoce una solucion no nula u, (t).
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I1.5.5. Meétodo general para hallar la segunda solucion de una ecua-
cion lineal homogénea de segundo orden

Supongamos que se conoce una solucion u, (t) de la ecuacion lineal
u” + a(t)u' + b(t)u = 0. (11.5.27)

La otra solucién linealmente independiente puede hallarse proponiendo una solucion del
tipo
ua(t) = v(t)ua(t)

En efecto, reemplazando esta expresion en (11.5.27) obtenemos para v la ecuacion
up (00" + (2u) (t) + a(t)uy (t))v" = 0,

que es una ecuacion lineal de primer orden en v'. Su solucion es v/ (t) = cuy?(t)e~J oM,
de donde

effa(t)dt

Entonces, teniendo ahora la segunda solucion particular uy(t) = v(t)us(t) (linealmente
independiente de wu;(¢) pues v(t) no puede ser constante), también tenemos la solucion
general de la ecuacion homogénea, dada por la combinacion lineal ¢; uq (¢) + ¢ us(t), de
acuerdo a lo discutido mas arriba.

Aunque éste no resulta siempre el método mas comodo, puede aplicarse para cual-
quier a(t). Notese que v(t) no depende explicitamente de b(t). El método puede utilizarse
también para determinar el comportamiento de la segunda solucion en la vecindad de
puntos singulares.

Como ejemplo simple, consideremos la ecuacion v — k?u = 0, cuyas soluciones son
u(t) = cpe. Siui(t) = e = v(t) x e ¥, de donde uy(t) oc e *. Si tomamos
uy(t) = cosh(kt) = v(t) o tanh(kt), de donde uy(t) = sinh(t).

Como segundo ejemplo, consideremos la ecuacion u” + 2u’ + u = 0. Su ecuacion
caracteristica posee una unica raiz A\ = —1, que origina la solucién u;(t) = e . La
segunda solucion puede obtenerse con este método: Tenemos v(t) o< [ Z:%dt = t, de
donde uy(t) o< te™".

I1.5.6. Ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
constantes

Consideremos el caso en que los coeficientes son constantes,

d? d
d—tg + Qad_j; +bu = 0. (11.5.29)
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Para a = v/(2m) > 0,b = k/m > 0, esta ecuacion determina la posicion u(t) de una
particula de masa m unida a un resorte de constante £ > 0 en un medio viscoso con fuerza

. . . 2
de rozamiento proporcional a la velocidad (m‘Zng = —ku — 7%).

Las raices de la ecuacidn caracteristica A + 2a\ + b = 0 son
A =—axr, r=+va®—-b.
Sir # 0, la solucion general es, entonces,
u(t) = cpe™t +c_ett (11.5.30)

y la solucion para u(0) = ug, v’ (0) = v es

u(t) = e~ [ug cosh(rt) + w sinh(rt)] . (11.5.31)
Sir = 0 (a? = b) la solucidn general es
u(t) = cre™™ + cpe™ % (11.5.32)
y la solucion que satisface u(0) = ug, u’'(0) = vy es
u(t) = e ug + (vo + aug)t] (11.5.33)

que puede obtenerse de (11.5.31) tomando el limite » — 0.

Si a? > b, r es real y por lo tanto A\; son reales. En el caso de la particula, esto
corresponde a v > v/4mk, es decir, a amortiguamiento fuerte. Las ecuaciones (11.5.30) o
(11.5.31) describen, en este caso, un decrecimiento exponencial de u(t), ya que A < 0
(r < a). El sistema no realiza oscilaciones. El caso limite a®> = b corresponde a v =
v4mk, donde tampoco se producen oscilaciones.

Sia® < b, r=iw, conw = /b — a? real y cosh(rt) = cos(wt), sinh(wt) =i sin(wt) en
(11.5.31), por lo que

Vg + aug

u(t) = e~ fug cos(wt) + "

sin(wt)] . (11.5.34)
En el caso de la particula, esto corresponde a v < v/4mk, es decir, a amortiguamiento
débil. Las ecuaciones (11.5.31) o (11.5.34) representan en este caso un movimiento osci-

. . . 2 .
latorio amortiguado, con “frecuencia angular” w = /%£4/1 — 2= v una amplitud que
g 5
m 4mk

disminuye exponencialmente, proporcional a e =7/,

Por supuesto, si ¥ = 0 (¢ = 0), obtenemos la solucion para el oscilador armonico
simple,

u(t) = ug cos(wt) + X sin(wt) ,
w

conw = y/k/m.
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u(t) u(t)
AL =0 AL A 7=0

A Y=v./10
t t
T T 4T
—Ar
u(t) u(t)
A Y=Ye AL Y=Ye
t t
T 2T 3T 4T T 2T 3T 4T
—A -A
u(t) u(t)
A y:Zyc A 7:270
t t
T 2T 3T 4T T 2T 3T 4T
—A -A
u(0) =A, @ (0)=0 u(0) =0, '(0) = Aw

Figura 12: Movimiento oscilatorio arménico y amortiguado: Graficas de la solucion
u(t), ecs. (11.5.31)—(11.5.34), para a = v/(2m) > 0, b = k/m > 0. La columna izquierda
corresponde a condiciones iniciales u(0) = A, v/ (0) = 0 (velocidad inicial nula, partiendo
de la posicion A) y la derecha a u(0) = 0, v/(0) = Aw (velocidad inicial fija, partiendo
del punto de equilibrio). La primera fila representa el movimiento oscilatorio armonico
(7 = 0), la segunda el movimiento subamortiguado (0 < v < 7., con 7. = V4mk), la
tercera el caso critico (7 = 7,) y la cuarta el movimiento sobreamortiguado (v > 7.). En
todos los casos, T = 2m+/m/k es el periodo del movimiento oscilatorio en ausencia de
roce.
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I1.5.7. Ecuacion lineal no homogénea de segundo orden. Método ge-
neral y método de coeficientes indeterminados

Estudiemos ahora la ecuacion

d? d
d—;‘ + a(t)d—? bt = (D). (11.5.35)

Como sabemos, su solucidon general es de la forma
u(t) = un(t) + up(t)

donde uy,(t) = c1uq (t) + cous(t) es la solucion general de la ecuacion homogénea y u,(t)
es una solucion particular de la ecuacion inhomogénea.

Utilizando el método general (11.5.18), dadas dos soluciones independientes 4 (),
uy(t) de la ecuacion homogénea, sabemos que podemos obtener wu,(t) como

up(t) = —ul(t)/t %dt/_’_uz(t)/t U1I(;//)({/§t/)dt,

= /t k(t,t,)f(t/)dt,, /{J(t,t/) _ —Ul(t)lbz(;i(—;)?“(t)uﬂt/) |

con W (t) = uy(t)uh(t) — uf(t)us(t).
En el caso de una ecuacidn con coeficientes constantes,

—— 4 a— +bu= f(t), (11.5.36)

si las raices de la ecuacion caracteristica son distintas, tenemos u; (t) = e, uy(t) = e*?!

y entonces

t =it t/ t =Xt t/
up(t) = et / CRTW) gy _ gt / eI gy (1.5.37)
t t

s AL A o AL A2
t
= / k(t —¢)f("dt, (11.5.38)
to
siendo
e)\lt _ 6)\2t
k(t) = ——— .5.39
)= (11:5.39)

la solucion de la ecuacion homogénea que satisface £(0) = 0, £'(0) = 1.

Problema sugerido I1.5.5: Extender las expresiones anteriores al caso A\ = Ao.
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Método de coeficientes indeterminados.

Es interesante destacar que, para ciertas formas particulares de f(¢) y bajo ciertas condi-
ciones (que implican que f(¢) no sea solucion de la ecuacion homogénea), u,(t) puede
determinarse ensayando una solucion similar a f(¢). En general esta técnica es aplicable
cuando f(t) es una funcion exponencial (real o compleja), un polinomio de grado s, un
producto de exponencial por polinomio o una suma de funciones de este tipo. En todos
estos casos la derivada de f(t) es una funcion del mismo tipo y esto justifica el presente
método. Si, en cambio, f(t) es solucion de la ecuacion homogénea, debe ensayarse una
solucion de la forma ¢ f(t) si tf(t) no es solucion de la homogénea, y t2f(t) si lo es.
[lustramos el método mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo I1.5.2: f(t) = fo e, con f; constante.
Proponemos la solucion u,(t) = B e*. Reemplazando en (11.5.36) obtenemos

BeM(A\ 4 al+b) = AeM. (11.5.40)

Si e* no es solucion de la ecuacién homogénea, entonces A no es raiz de la ecuacion
caracteristica, y B queda determinado por

A

-4 5.41
N +artb (IL5.41)

Si, en cambio, e es solucién de la ecuaciéon homogénea, se modifica la propuesta,
planteando wu,(t) = BteM. SiteM también es solucion de la homogénea se propone
u,(t) = Bt? e,

Problema sugerido I1.5.6: Hallar una solucion particular de (11.5.36) para f(t) = A cos(wt)+
Bsin(wt). Ayuda: Escribir las funciones trigonométricas en términos de exponenciales
complejas, y proceder siguiendo el Ejemplo 11.5.2, suponiendo que a y b son reales, y
tomando la parte real de u,(t) al final del calculo. Considerar los casos: 1) iw no es raiz

de la ecuacion caracteristica y ii) iw si es raiz. La solucion particular sera de la forma

C' cos(wt + ¢) en i) y Ct cos(wt + ¢) en ii).

Ejemplo I1.5.3: f(t) es un polinomio de grado m. En este caso, si A = 0 no es raiz de
la ecuacion caracteristica, se propone para u,(t) un polinomio completo del mismo grado
m, con coeficientes a determinar. Por ejemplo, para la ecuacion

d? d 5
—u+—u—4u:4t2—

° 5.42
a2 d % (11.5.42)

proponemos u,(t) = At* + Bt + C. Sustituyendo en la ecuacion se encuentran tres
ecuaciones algebraicas, —4A = 4,2A —4B =0y 2A + B — 4C = —5/2, que permiten
obtener los coeficientes. La solucion es u,(t) = —t* — £. Si, en cambio, A = 0 es raiz de
la ecuacion caracteristica, se debe proponer, para u,(t), un polinomio de grado m + 1.
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Problema sugerido I1.5.7: Hallar la solucion general de la ecuacion y” + ¢ = at + b.
Comparar los resultados obtenidos con el método general (11.5.37) y el de coeficientes
indeterminados.

Problema sugerido I1.5.8 Discutir el método de coeficientes indeterminados para siste-
mas de primer orden de n X n: du/dt = Au + f(t).

i) Muestre que si f(t) = foe y X no es autovalor de A, puede proponerse una solucién
particular u,(t) = ve. Discuta también el caso en que ) es autovalor de A.

i) Muestre que si A es no singulary f(t) = fo+ ...+ f,t"™ es un polinomio (vectorial)
de grado m, puede proponerse un polinomio del mismo grado u,(t) = wo+ ... + u,,t"™.

Problema guiado I1.5.9: El oscilador armonico forzado. Resonancia.

Considerar la aplicacion de una fuerza externa F'(¢) a una masa m
unida a un resorte de constante k£ > 0. —
a) Mostrar que la ecuacion que describe el movimiento, midiendo la
elongacion y(t) a partir de la posicion de equilibrio, es

y'+wty=ft), ft)=F@)/m, w=+/k/m

b) Dar una expresion de la solucidon general para una fuerza arbitraria.

F(t)

c¢) Considerar ahora una fuerza externa de la forma
F(t) = F cos(wext)
tal que la ecuacion de movimiento es
Y + Wiy = fcos(wet).

Mostrar que, si w. # w, la solucion general es

y(t) = ¢ cos(wt) + casen (wt) + ———— cos(wet) (we # w),

2 _ 2
w? — w;

y la solucion que satisface y(0) = 0, y'(0) = O es

y(t) = " i " [cos(wet) — cos(wt)]  (we # w). (11.5.43)

Graficar esta solucion y discutir su comportamiento al acercarse w. a w. Mostrar que
puede escribirse como

y(t) = w22—fw2 sen (wyt) sen (wat)
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conwy = (W ~+ we)/2, we = (W — we)/2.

d) Mostrar que, si w, = w (resonancia), la solucion general es

y(t) = c1 cos(wt) + cosen (wt) + 2i t sen (wt)

w

y la solucion que satisface y(0) = ¢/(0) = O es

y(t) = 21 t sen (wt)

W

(We = w) (11.5.44)

(We = w). (11.5.45)

Graficar e interpretar esta solucion, y discutir el fendmeno de resonancia.
e) Mostrar que el limite de la solucién (11.5.43) para w, — w (y t fijo) es la solucion

(11.5.45).
y(®)
w,=0.2 w
10 A+
%V*A%VMVU"A%VM t
-10A}+
10T 20T
y(®)
w.=0.8 w
10 A+
-10A}+
10T 20T
y(®
w,=0.95 w
10 A+ n \
"AVAUA AVAVA"M“ t
10 A} U \ U
u] T 20T

y(t)

10 Af

-10AF

y(®)

10AF

-10Ar

-10A
-10 A

50 A

y()
50 A

w.=0.5 w
10T 20T
w.=0.9 w
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Figura 13: Graficos de la solucion (11.5.43) para distinas frecuencias externas w, € inten-
sidad f fija. Notese el cambio de escala en el caso resonante w, = w. T = 27/w es el

periodoy A = f/w?.
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Problema guiado I1.5.10: Oscilador forzado amortiguado.

Examinemos ahora el sistema anterior en presencia

de una fuerza de roce viscosa F,, = —puy/.

a) Mostrar que la ecuacion que describe el movimiento
en presencia de una fuerza externa F'(t) es

Y+ 29y +wiy = f(t)

donde f(t) = F(t)/my~ = p/(2m) > 0.
b) Mostrar que, para
f(t) = f cos(wet),

una solucion particular es

(w? — w?) cos(wet) + 27w, sen (wet)

(? — w2)? 1 422
f
VP — G + AP

yp@) = f

cos(wet + ¢) . (11.5.406)

Dado que la solucion general de la ecuacion homogénea disminuye ahora exponencial-
mente al aumentar ¢, para tiempos grandes (mayores que el tiempo de relajacion) solo
subsiste la solucion particular (11.5.46). Si w = w,, la amplitud de la oscilacidn resultante
crece inicialmente pero se estabiliza rapidamente en el valor dado por la solucidn parti-
cular. Es importante destacar que el sistema termina oscilando con la frecuencia externa

y no la frecuencia propia.
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y(t) y(t)
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Figura 14: Graficos de la solucion en presencia de roce viscoso con v = w/20 para
y(0) = ¢/(0) = 0. La ultima figura (11.5.43) muestra la amplitud de la solucion particular
en funcion de la frecuencia externa para y = w/20, w/10 y w/5. Es maxima para we, ~ w.

Problema guiado I1.5.11: Sistemas lineales de segundo orden.
Consideremos el sistema de segundo orden homogéneo asociado a una matriz A de n x n,

u’ = Au, (11.5.47)

donde uw = (uy, ..., u,)". Esta ecuacion surge, por ejemplo, al aplicar la 2% ley de Newton
a sistemas descriptos por fuerzas que dependen linealmente de la posicion, tales como
masas unidas por resortes y sistemas ligeramente apartados de su punto de equilibrio. El
sistema (11.5.47) es equivalente al sistema de 2n ecuaciones de primer orden

u =w
w' = Au
donde w = /. Es posible, no obstante, resolver (11.5.47) en forma directa.
a) Si A es independiente de ¢, proponiendo una solucion u(t) = e*wv y reemplazando
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directamente en (11.5.47), muestre que se obtiene la ecuacion Av = o?v, lo que implica
que el sistema (11.5.47) posee soluciones de la forma

ut(t) = e, u (t) =e Vo

donde A es un autovalor de A y v un autovector asociado.
b) Si A es diagonalizable, tal que Av; = \jv;,i =1,...,n,con{vy,...,v,} linealmente
independientes, muestre que un conjunto completo de soluciones de (11.5.47) es

uf (1) = eV, ug (1) = e Vo,

SlAz#OJy

uf (t) = w;, u;(t)=tu;

si\; = 0,para? = 1,...,n. Escriba la solucion general. Pruebe también que estas
soluciones proveen 2n soluciones linealmente independientes del sistema asociado de
primer orden, y que este ultimo es no diagonalizable cuando A tiene un autovalor nulo.
¢) Muestre que si A es real y \; < 0, las soluciones reales linealmente independientes
asociadas a \; son

ui(t) = cos(wit) v;, u; = sen(wit)v;, w;=+—X\ >0

con c;us(t) + cipul(t) = a;v; cos(wit + ¢;).

Problema sugerido I1.5.12: Utilizando el método anterior, resuelva el problema de dos
masas iguales (m) unidas cada una a una pared por un resorte de constate k; y unidas
entre si por un resorte de constante k5. Suponga que ambas masas estan apoyadas sobre

una superficie sin roce.
Muestre que las frecuencias de oscilacion del

sistema (asumiendo k; > 0, ky > 0, m > 0) son

[k1 + 2ks k1
w1 =4/ ——, wog=14/—.
m m

Encuentre la solucion general y discuta los modos normales de vibracion.

Problema sugerido I1.5.13: Resuelva el problema anterior, pero considerando que la se-
gunda masa no esta unida a la pared.

Problema sugerido I1.5.14: D¢ una expresion para la solucion general del sistema no
homogéneo u” = Au + f(t), suponiendo que A es diagonalizable.
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I1.6. Introduccion a la Teoria de Distribuciones. Funcion
de Green causal.

11.6.1. La Delta de Dirac como limite de una secuencia

Consideremos la ecuacion diferencial lineal inhomogénea ‘2272“ —au = f(t). Desde
un punto de vista intuitivo, pareceria razonable representar la inhomogeneidad f(¢) como
una suma de términos impulsivos concentrados en intervalos de tiempo muy pequefios, y
obtener luego la solucion como suma de las soluciones particulares para cada uno de estos
términos. La formalizacidon de esta idea requiere el concepto de distribucion o funcion
generalizada, que discutiremos a continuacion.

Consideremos la funcion

ge(w) = { 1(/)5 ’|;‘| 55//22 e > 0. (11.6.1)

La misma satisface ffooogg(x)dx = 1V e > 0. Ademas, si f es una funcion continua

arbitraria,
€/2 c B .
/ga(x)f(x)dx =gt 7 /gx)dx _ F(e/2) gF( /2)

donde F es una primitiva de f. Parae — 0T, g.(x) estara concentrada cerca del origen y
obtenemos

i [ = g P
= F0)=70) (1.6.2)

Podemos entonces definir la distribucion o funcion generalizada [12] 6(x) (delta de Dirac)
como el limite

d(z)“="7 11'1%1+ ge(z), (11.6.3)
que satisface .
/ d(z) f(z)dx = f(0). (11.6.4)

Si bien el limite (11.6.3) no existe estrictamente (es 0 si x # 0y es oo si z = 0), el limite
de la integral (11.6.2) 3V f continua en un entorno de x = 0, y eso es lo que simbolizan
las ecuaciones (11.6.3)—(11.6.4). Puede obtenerse una buena aproximacion a §(z) mediante
(11.6.3) tomando € mucho menor que la longitud en la cual f varia apreciablemente. Fisi-
camente, d(x) puede interpretarse como la densidad lineal de masa correspondiente a una
masa puntual de magnitud 1 localizada en el origen.

Notemos también que, siab # 0y a < b,

b b
[ taite =t oo siare = { 1P S0

=07t 0<a<b
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Consideraremos, en lo sucesivo, funciones de prueba f, que son funciones acotadas
y derivables a cualquier orden, y que se anulan fuera de un intervalo finito I (recor-
demos ante todo que tales funciones existen: si f(z) = Oparaz < Oy z > 1,y
f(x) = e /7" e=1/0=9% para |z| < 1, f es derivable a todo orden en 2 = 0y = = 1).
Actuando sobre el espacio de funciones de prueba existen muchas otras funciones g.(x)
que convergen a ¢(x), que pueden ser derivables a cualquier orden. Un conocido ejemplo
es

67:152/25-:2
o = I . 11.6.5
(v) = lm —— (11.6.5)
En efecto, ﬁ [ e /2 dz = 1 V= > 0y, como se vera més abajo,
lim / TP f(x)de = f(0). (11.6.6)
e—0t \/21me J_so
La grafica de g.(z) = ﬁe*ﬁ/ 2% s la “campana” de Gauss, con area 1 y dispersion

[ ge(x)a*dz = €. Parae — 07, g.(x) se concentra alrededor de = 0, pero mantiene
su area constante.
En general, si g.(x) esta definidaV x € Ry e > 0, diremos que

o0

lim g.(z) = d(x) sii lim ge(x) f(z)dx = f(0)

e—0t e—0t J_

Y funcion de prueba f.
Por ejemplo, si g(z) > 0Vzy [ g(z)de =1=

lim £ 'g(z/e) = §(x).

e—0t
En efecto, sie > 0, ' [* g(z/e)dx = [7_g(u)du = 1y lix&eflf:g(x/e)da: =
E—
. b/e 1a b
i}%ﬁfa/g g(w)du = {5 45550 o 0<ac-

Por lo tanto, si | f(z)] < M Vxyab >0,
11’1(1)1+ e [P g(x/e) f(a)dx] < M 11’151+ e[ g(a/e)dz = 0. De este modo, si ¢ > 0
E— E—

y [ es continua y acotada,

Iy = lim 5_1/oog(x/5)f(a:)da: = lim z—:_l/g(:t/e)f(x)dx.

e—0t 0 e—0t ¢

Simy < f(x) < M, parax € [—t,t] = m; < Iy < M, ¥t > 0, pero por continuidad
de f, im M, = lim m; = f(0), por lo que Iy = f(0).
=0t t—=0T .
Ejemplos muy utilizados son (11.6.5) y, también,

1 1 1
d(z) = —— lim Im] —] == lim ——,
T e—0+ T +ie T em0t+ 12 + 2

€

(11.6.7)
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ge(x)=Hle/2—|x|]/e (zﬂez)—l/ze—xz/(z &) (/1)) (2 +€2)
2
8 6
15 5
1
|' 1
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Figura 15: Grafico de las funciones g.(z) definidas en (11.6.1), (11.6.5), (11.6.7), (11.6.8) y
(11.6.9), para e = 0,2, 0,1 y 0,05.

1 sin?(z/e)
0(x) =— lim e————= 11.6.8
(z) Tebor T 2 ( )
que corresponden a g(z) = m y g(z) = % No obstante, existen también fun-

ciones g(z) no siempre positivas que satisfacen h’r(l)q+ e 'g(xz/e) = &(x). Por ejemplo la
E—

formula de Dirichlet,

lim / T f@) ™) g ),

e—=0t x
corresponde a g(x) = sin(z)/(7wx) e implica

lim sin(z/e) = () (11.6.9)

e—0t T
aun cuando h’m+ sin(x/e)/x es no nulo (no existe) para = # 0 (s6lo es nulo el promedio:
e—0

E1_1’)1(1)&+ = z?jg(m/s)dx =0si0 <t <|xg).

I1.6.2. Propiedades basicas de la delta de Dirac

La composicion de §(x) con otras funciones se define de modo tal que se sigan cum-
pliendo las reglas usuales de integracion. Por ejemplo,

/_OO x —xo)f(z)dr = /00 d(u) f(u+ zo)du = f(xo). (11.6.10)

o —00
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Asimismo, si a # 0,
> 1 [~ U 1
d(ax) f(x)dx = —/ d(u) f(=)du = —f(0),
| staase =g [ ss =
por lo que
d(ax) = |—1|5(x) ., a#0. (1.6.11)
a

En particular, 6(—x) = d(x).
Para una funcion invertible y derivable g(x) que posee una sola raiz x; (g(x1) = 0),
con ¢'(z1) # 0, obtenemos

(e e] T4

| statnsan = [ o D

donde (r_,7) C en laimagen g(R), con 720y g~'(0) = z;. Por lo tanto, en este caso,

Oz — 1)
g (z1)]

En general, para una funcion g(z) derivable con raices aisladas z,, y ¢'(x,,) # 0 tenemos

6(g(z)) = (11.6.12)

Sz — )
S(g(z)) =S DL Tl (11.6.13)
; |9/ ()]

Sin embargo, §(z?) y en general, §(z"), n > 1, no estan definidas para funciones de
prueba arbitrarias. Tampoco lo esta el producto §(z)d(x) = [6(x)]?. Notemos también

que, si g(z) es una funcion de prueba,
g(z)d(x) = g(0)d(x). (11.6.14)

Derivadas de 6(x).

Si queremos que se siga cumpliendo la integracion por partes, podemos definir tam-
bién la derivada ¢'(z) tal que (recordar que f se anula fuera de un intervalo finito)

| s@iiz == [ s@r@d=-rwo)
y, en general, la derivada enésima 6™ (z) tal que

/_ 5 (@) fa)da = (1) £ (0).

[e.e]

De este modo,

fl(xg) = — /oo 8 (z — xo) f(x)dx, (11.6.15)
™ (zg) = (=1)" / h 6" (x — o) f(x)dz. (11.6.16)
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Notemos también que, si a # 0,

6 (x).

a”|al
En particular, 6™ (—z) = (—1)"6™(z).
Problema sugerido I1.6.1: Dada una funcion g(z) derivable, probar las siguientes igual-
dades:
a)g() () = g(0)d'(x) — ¢'(0)d(x)
b) [0(x)g(x)] = o'(x)g(x)
©) [0(g(x))]" = 0'(9(x))g'(

Problema sugerido 11.6.2: La delta de Dirac en n dimensiones se define a través de

/ 5(r — ro) f(F)d™ = f(ro).

donde r = (z1,...,x,), de" = dz; ...dx, y la integral es sobre todo R™. Esto implica
que 6(r) = 6(x1)d(z2) ... 0(xy) .

i) Mostrar que si ad — be # 0, 6(ax + by)d(cx + dy) = 7= bclé( z)o(y).

ii) Mostrar que si u; (2, y), us(z, y) son diferenciables y se anulan sélo en z = y = 0, con
J = 8(“1—“2\96 y—o0 7# 0, entonces §(u1(z,y))d(ua(z,y)) = |J|71d(x)d(y).

(z,y)

)

11.6.3. Funcion de Heaviside

Consideremos la funcion “escalon”
1 >0
H(z) = { 0 z<0 (11.6.17)

Mostraremos que, en el sentido de las distribuciones, H'(z) = 0(x) (lo que es intuitiva-
mente razonable) de modo que H (x) representa la “primitiva” de §(z), al menos en forma
simbolica. En efecto, para una funcion de prueba f(z) obtenemos, integrando por partes,

[ e == [ @@= [ e 10

de modo que

H'(z) = 0(x).
Mediante H (z) podemos escribir una integral en un intervalo finito como una integral en
toda la recta, donde los limites quedan determinados por el integrando:

[ = [T w0 npwa,

/abf(:c)dx = /_Z[H(b — %) — H(a— 2)]f(z)dx.
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11.6.4. Tratamiento formal. Teoria de distribuciones

Consideremos primero un espacio V' de vectores de dimension finita, tal como R™.
Podemos definir una forma o funcional lineal como una funcion L : V' — R que asigna a
cada vector u € V un niimero real L(u) y que satisface

L(01u1 + CQ’U,Q) = ClL(’U,l) -+ CQL(UQ). (11618)
Puede mostrarse que 3 un tnico vector [ tal que
L(u) = (l,u) (11.6.19)

Vu € V, donde (I,u) denota el producto interno de dos vectores ((u,u) > 0, con
(u,u) = 0sdlosiu =0, (v,u) = (u,v)*, (V1 + c2v2,u) = (v, u) + c(v2, w)).
Por ejemplo, en R", podemos considerar (v, u) = v - u (producto escalar usual) y, en C™,
(v,u) =v* - u.

Desarrollando w en una base ortonormal de vectores v;, © = 1,...,n, tales que

n
v;,V;) = 0;;, tenemos u = » | ¢;v; y
J J
i=1

L(u) = ZciL(vi) = Zcili = (I, u),

donde [; = L(v;) yl = ), lfv;. De modo que toda forma lineal L en un espacio vec-
torial de dimension finita con producto interno puede ser identificada con un vector [ del
espacio.

En espacios de dimension infinita, tal identificacion no es siempre posible. Conside-
remos, por ejemplo, el espacio de funciones “de prueba” D formado por funciones reales
f(x) que poseen derivadas de cualquier orden y se anulan fuera de un intervalo finito.
Podemos definir el producto interno

(9,f) = /_ ) g(x) f(z)dz. (11.6.20)

o0

Consideremos ahora la funcional lineal L que asigna a cada funcion un niimero real, con

Llcafi + cafa] = c1 L[ f1] + caL[f],

donde ¢; y o son constantes. Para toda funcion g(x) € D podemos asociar la funcional
lineal L, (forma lineal), tal que

Lin= [ " g(0) fla)da. (6.21)

o0

Pero podemos también definir la funcional § tal que

o[f] = £(0), (11.6.22)
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aunque es obvio que no existe g € D que satisfaga

/_00 g(x)f(z)dz = f(0) (11.6.23)

vV f € D. El espacio de funcionales es pues “mas grande” que el de las funciones f.
No obstante, por comodidad podemos introducir el simbolo d(x) asociado a la funcional
anterior, tal que

Of] = /OO d(z) f(x)dx = f(0). (11.6.24)
Se define la derivada de L como -
L'[f]=—L[f, (11.6.25)
para que se siga cumpliendo formalmente la integracion por partes. De esta forma,
Ll =] d@f@de=- [ g@r@d-Li @620
y, en particular, - -
S[f] = —o[f'] = —f(0). (11.6.27)
La funcional de Heaviside se define como
H[f] = /OO f(z)dz, (11.6.28)
que corresponde a g(z) = H(x), con 0
H[f] = —H[f) = - /0 " fa)de = £(0). (11.6.29)

Por lo tanto, H' = 4.

Problema sugerido I1.6.3: Demostrar que, considerando a || una distribucion,

d|x d?|x
% = H(z) — H(—x), d|mQ| = 26(x).

Las distribuciones son funcionales lineales continuas sobre D. La continuidad signi-
fica que si f,,(z) es una sucesion de funciones tal que, para n — oo, f,, y sus derivadas
tienden a 0 uniformemente = L[f,] — 0. Las distribuciones forman, pues, un espacio
vectorial (denominado el espacio dual de D). Para un espacio finito el dual es equivalente
al espacio, pero esto no es necesariamente valido para un espacio de dimension infinita.

Se dice que una distribucion L se anula en un intervalo [ si L[f] = 0V f que sea
no nula solamente en /. En este caso, L[f] no dependera de los valores que tome f en .
Con esta definicion, podemos decir que §(z) = 0V 2 # 0y que H(x) = 0six < 0. El
soporte de una distribucion es el conjunto cerrado de puntos donde L no se anula (o sea, el
conjunto cerrado mas chico fuera del cual L se anula). De esta forma, el soporte de 6(x) es
el punto x = 0 mientras que el soporte de H(x) es el semieje x > 0. El soporte singular
de una distribucion L, es el conjunto cerrado mas chico fuera del cual L es equivalente a
una funcion g(z) derivable a cualquier orden. El soporte singular de §(z) (y también de
H(x)) es, pues, el punto x = 0.
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I1.6.5. Funcion de Green de ecuaciones lineales de primer orden

Consideremos, primero, el caso sencillo de una tnica ecuacion lineal inhomogénea de
primer orden

du
pri a(t)u = f(t), (11.6.30)

es decir,
Llu(t)] = f(1), (11.6.31)

con L = 4 — a(t) un operador lineal. Hemos visto que la solucion para u(to) = uo es

u(t) = k(t, to)uo + /t k(t,s)f(s)ds, (11.6.32)

to

con K = oxp {[CL(S)dS] = up(t) /un(t’)

y up(t) = exp[ [ a(t)dt] una solucion arbitraria de la ecuacién homogénea. Consideremos
ahora el caso en que ty) — —o0, conug = 0,y

ft)=06(t—1).

Obtenemos, si t # t/,

u(t) = / k(t,s)é(s—t’)dS—{ Hat) i> ¢

—0o0

La solucién anterior es la funcion de Green causal del problema y se la define V¢ en la
forma

gt, )y =k(t,t"YH(t —1). (11.6.33)

La funcion de Green desempeia un papel central en la descripcidn matematica de fenome-
nos fisicos, y se la denomina a veces también funcion respuesta. La ecuacion (11.6.33)
representa la respuesta del sistema en ¢ frente a una fuente puntual actuando en t/, estan-
do el sistema en reposo para t < t'. Debe considerarsela como una distribucion. Queda
definida por la ecuacién

Lig(t,t)] =0o(t—1t") (11.6.34)

y la condicion inicial g(t,t") = 0 sit — t'~. Puede verificarse que la ecuacion (11.6.33)
satisface (11.6.34), tanto por derivacion de la distribucion k(t,t') H(t — t') como por apli-
cacion del primer miembro de (11.6.34) a una funcidon de prueba arbitraria. Para t > t/,
g(t,t') es la solucion de la ecuacion homogénea con la condicion inicial lim, .+ g(t,t') =
k(t',t") = 1. Recordemos también que, a diferencia de g(¢,t'), k(¢,t') es solucion del sis-
tema homogéneo: L{g(t,t')] = 0V t.
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La solucién de (11.6.31), con la condicién inicial ug = 0 para ty — —oo, puede
entonces escribirse como -
u(t) = / g(t, &) f(t)dt, (11.6.35)
donde el limite superior puede extenderse hasta co, ya que g(¢,t’) es nula para t' > ¢.
Dado que

£(t) = / " FW)(E — e,

la ecuacidn (11.6.35) puede interpretarse como la suma de las soluciones particulares para
cada uno de los términos f(t')d(t — t').

Problema sugerido 11.6.4: Utilizando (11.6.34) verificar que
Llu(t)] = [7, ot — ) f(t)dt' = f(2).

El operador lineal GG definido por

Gliol = [ ae.t)s(eir
desempefia, entonces, el papel de inversa (a derecha) del operador L, ya que L[|G[f(t)]] =
f(t) V funcion de prueba f(t). Observemos que, si nos restringimos a soluciones que
cumplen u(ty) = 0, con ty, — —o0, la solucion dada por (11.6.35) es la unica solu-
cion de (11.6.31). Notemos también que la aplicacion de L a una funcion de prueba u(t)
puede escribirse en forma similar en términos de una distribucion L(t,t'): Liu(t)] =
S22 Lt ¢ )ut)dt', con L(t, ') = 6'(t — ') — a(t)6(t — t').

Si a(t) depende de ¢, el operador L no es invariante frente a traslaciones temporales
por lo que g(t,t") dependera en general de ¢t y ¢ y no sélo de t — t'. Por ejemplo, si
a(t) = =2t, g(t,t') = e V(¢ — ¢'). En cambio, si a(t) = a, constante, L
es invariante frente a traslaciones en el tiempo, por lo que g(t,t’) dependera solo de la
diferencia t — t'. En este caso,

g(t,t/> _ ea(tft’)H(t . t/)

y se la escribe, normalmente, como g(¢ — t').
Mencionemos finalmente que la solucion general (11.6.32) puede escribirse, para ¢ >
to, también como

u(t) = g(t, to)uo + /Oog(t,t’)f(t’)dt’, t> to.

to

11.6.6. Matriz de Green de sistemas lineales

Podemos, ahora, considerar el caso general y volver a la definicién de nuestra matriz
de Green en la formula (11.4.22), y escribirla como distribucion

Gt,t") = K(t,tYH(t —t) (11.6.36)

88



1.6 INTRODUCCION A LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES. FUNCION
DE GREEN CAUSAL.

donde
Kt t)=U@)U ()

y U(t) es una matriz fundamental del sistema.
Podemos también escribir el sistema de n ecuaciones lineales,

du
- At)u = f(t), (11.6.37)
como
Liu(t)] = f(t), L= I% — A(t), (11.6.38)

conu, fden x1yAden x n.
Dado que K (t,t') = 0 es solucion de la ecuacion homogénea, G(¢,t') satisface

LGt =16t — 1), (11.6.39)
donde I es la identidad de n x n, con G(t,t") = 0 parat — t'~. La solucion de (11.6.37)
para u(ty) = 0y ty — —oo puede, entonces, escribirse como
u(t) = / Gt ) F (')t (11.6.40)
En particular, si f(t) = fod(t — '), con f constante,
u(t) = G(t,t) fo,

es decir,

'Lbl<t) = Z Gij(t, t,)ij- (11641)

J

El elemento de matriz G;;(¢,t') representa, entonces, el efecto en el tiempo ¢ en la com-
ponente ¢ de una fuente puntual actuando en el tiempo ¢’ en la componente j. Como

lim G(t,t") =1

t—t't

parat > t’,la columna j de G(t,t’) es la solucion del sistema homogéneo con la condicion
inicial u;(t") = d;;. Esto puede utilizarse para hallar G(¢, ).

Matriz constante. Si A(t) = A, constante = U (t) = exp|At|Uy y K (t,t') = exp[A(t —
t')], por lo que

G(t,t) = exp|A(t — )| H(t —t'). (11.6.42)

En este caso, G(t,t') = G(t —t'), es decir, es una funcion de ¢t — ¢’ debido a la invariancia
de la ecuacion homogénea frente a traslaciones temporales.
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I1.6.7. Funcion de Green para la ecuacion lineal de orden n

Consideremos ahora la ecuacion

d™u d"

d_t”+ n_1(t )dtn—l +..Fa(t )dt +ap(t)u = f(1). (11.6.43)

Como hemos visto en I1.5, esta ecuacion puede escribirse como

W Aty = £,
con
0

u = d“/ dt ) o1 (11.6.44)

dn- 1u/dt” 1 (1)

1

At) = 0 0 1 1 : (11.6.45)

—ap(t) —ai(t) ... —an_1(t)

Consideraremos a;(t) y f(t) continuas en un intervalo cerrado I, en el cual se aplicaran
las consideraciones siguientes.

Como f(t) aparece en la ultima fila en (11.6.44), y s6lo nos interesa conocer u(t),
bastara con evaluar el elemento

g(t,t") = G, (t, 1)
de la matriz de Green, que satisface la ecuacion

m dn—l
I 1. ta )

d /
dpn-1 9 fag(t)g = 6(t—t)), (11.6.46)

dt

con g(t,t') =0sit < t',yque, parat > t, es la solucion de la ecuacion homogénea con
la condicidn inicial
dg 0 dn—Qg dn—lg

g(tlyt,) = 07 %h:t/ == P Wh:t/ = 07 Wh:t/ = 1’

(recordemos que tErtp+ G(t',t') = I). Tanto g como las derivadas C‘ZTIZ g(t,t') para k =

1,...,n—2,son, pues, continuas en t = t’. S6lo la derivada de orden n— 1 es discontinua,
lo que asegura que se satisfaga (11.6.46). La expresion explicita de ¢(¢, t') puede obtenerse
multiplicando el resultado (11.5.16) por H(t —t'): g(t,t') = Ky, (t, ¢ )H(t — ).

Si tanto u como sus derivadas se anulan para t = ¢y, y t; — —o0, la solucion de la
ecuacion inhomogénea (11.6.43) es
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Si f(t)=0parat <0,u(t) = [ g f(t)at'.
En el caso de coeficientes constantes

g(t, 1"y =gt —1t"), con g(t) = {exp[At]}1,H(t) = u,(t)H(¢)

donde u,, (t ) es la solucién de la ecuacién homogénea con la condicién inicial ' (0) =0,
k=0,....,n—2,ul Y0 =1

Ejemplo I1.6.1: Ecuacion lineal de orden 2 con coeficientes constantes,

d*u du
a2 + QGE +bu = f(t). (11.6.47)

Las raices de la ecuacion caracteristica
PA) =M +2a\+b=0

son A = —a £ r, conr = v/a? — b. La solucion general de la ecuacion homogénea es,
SiAL # A,

up(t) = eyt +c et

y la solucion para u(0) = ug, v(0) = vy es

up(t) = e “[ug cosh(rt)+ Yoty

sinh(rt)]. (11.6.48)

La funcion de Green se obtiene reemplazando ug = 0, vy = 1 y multiplicando por H (t):

o(t) = %e—at sinh(rt) H (1) (11.6.49)

y satisface
2

dg dg
— 2— bg = 6(t).
gz T2y the=0)

Sir =0 (A = A_) la solucion de la ecuacion homogénea para u(0) = 0, v(0) = 1 es
up(t) = e~ ¢y, entonces,
g(t) = e "tH(t), (11.6.50)

resultado que puede obtenerse directamente de (11.6.49) tomando el limite » — 0.
Si f(t) = 0parat < 0y el sistema esta en reposo hasta ¢ = 0, la solucion de (11.6.47)
parat > O es, pues,

t

u(t) = —/ e~ sinh[r(t—t")] f(t))dt'. (11.6.51)
" Jo

Como ejemplo fisico, podemos considerar la ecuacion de movimiento clasica de una

particula de masa m colgada de un resorte en un medio viscoso, en presencia de una

fuerza F'(t):
d2 du
ku= F(t
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donde v > 0 es el coeficiente de rozamiento dinamico, £ > 0 la constante del resorte y u
la coordenada vertical medida desde la posicion de equilibrio (el peso —mg que apareceria
en el lado derecho se cancela al efectuar la traslacion v — u — mg/k, donde mg/k es la
posicién de equilibrio; en forma analoga podemos también cancelar el promedio F'(¢) en
un cierto tiempo). Esta ecuacion corresponde a

0,k _F@)
a—%, b—m, f(t)— m .

Sia? > b(y? > 4mk) = r es real y g(t) es una combinacion de decaimientos exponen-
ciales (como 7 < a, a &= r son positivos).

Sia®? = b(y? = 4mk) = r = 0 y obtenemos el resultado (11.6.50).

Finalmente, si a® < b (y? < 4mk) = r es imaginario: r = iw, con w = /b — a? real, y

g(t) = ée‘“t sin(wt) H (t),

que representa un movimiento oscilatorio amortiguado para ¢ > 0.
Notemos también que, si a = 0 (roce nulo),

g(t) = isin(wt)]—l(t)

representa un movimiento oscilatorio arménico para t > 0, con w = /b, mientras que si
a=b=0,
g(t) = tH(t),

que representa un movimiento uniforme para ¢t > 0. Este caso corresponde a la ecuacion

d*u

w:f(t)

y su solucion parat > 0y u(0) = «/(0) = 0 es entonces

ult) = /0 t(t ) ()t

que equivale, tras una integracion por partes, a

ult) = /0 Lt /O ' FEat".

Ejemplo I1.6.2: Ecuacion lineal de orden n con coeficientes constantes:
La ecuacion caracteristica es

PA) = X' 4a, A" Fai A ag = 0.
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Si P posee n raices )\ distintas, la solucion general de la ecuaciéon homogénea es

n

up(t) = cheAkt.

k=1
Construyendo la solucién particular para u (0) = 0sii = 0, ...,n-2, conu" Y (0) = 1,
puede mostrarse que (véase (11.5.21))
n e)\kt
t) = ——H(t). 11.6.52
g(t) ;P'(m (t) (11.6.52)

Como P(A) = [[i_; (A — Ax), P'(\) = [1;.(A — Aj). Por ejemplo, para n = 2

obtenemos

A1t Aot

€ — €

= —
g(t) N

Reemplazando Ay = a =+ r, se obtiene la ecuacion (11.6.49).
Si existen raices con multiplicidad > 1, g(¢,t") puede obtenerse como limite del re-
sultado (11.6.52).

H(1).

Ejemplo I1.6.3: Consideremos la ecuacion de primer orden

d
d—‘; —au= foH(t). (11.6.53)

La solucion parat > 0y u(0) = 0, es, si a # A,

At eat

'LL(Zf) = fO /OO g(t - t/)e)\t/H(t/)dt/ = foe)\T (11.6.54)

—0o0

El primer término w,(t) = &e” es una solucion particular de la ecuacion inhomogénea
que puede obtenerse directamente reemplazando u, () = ce* en (11.6.53), lo que conduce
ac= fo/(A—a). El segundo término uy(t) = — %e“t es una solucion de la ecuacion ho-
mogénea ajustada para que «(0) = 0. Si la ecuacion homogénea describe un decaimiento
= a < 0, en cuyo caso uy(t) es un término “transitorio” que se “apaga” al aumentar ¢.

Si A — a en (11.6.54), encontramos como limite
u(t) = foe™t, (11.6.55)

resultado que puede obtenerse directamente de la integral en (11.6.54) para A\ = a. Note-
mos la dependencia lineal con .

El resultado (11.6.54) es valido para cualquier A # a, en particular A = iw, con w
real, que corresponde al caso de una fuerza perioddica sinusoidal. Si a y fy son reales, la
parte real de (11.6.54) es la solucion para f(t) = fycos(wt) y la parte imaginaria para
f(t) = fosin(wt). Vemos de (11.6.54) que la solucion particular oscilara con la misma
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frecuencia externa pero con una amplitud fy/(iw — a) que depende de la frecuencia, y
que tiende a 0 para w — oo.
Por ejemplo, en un circuito con induccion L, resistencia R y potencial V' (¢), la co-

rriente [ satisface la ecuacidon

dl
L—+RI=VI(t
S RI=V (1),

que corresponde aa = —R/L, f(t) = V(t)/L. El caso A = iw corresponde a un circuito
con corriente alterna V (t) = Vpe™".

Ejemplo 11.6.4:

Pu o2y, Foe  H (1) (11.6.56)

e a— u = e . .0.

d? dt 0
La solucion parat > 0y u(0) = 0, v/(0) = 0, es

t /
u(t) = fo/ g(t —t)eMdt = uy(t) + up(t). (11.6.57)
0
Si A no es raiz de la ecuacion caracteristica, es decir, A\ # Ay, con Ay = —a + 7,y
r =+/a? — b, obtenemos, para r # 0,
f0€/\t foekt

W) = B0 T Mr2anih (11.6.58)

(1) — foe=[cosh[rt]+ (A +a) sinh[rt]] /r
" A=A (A=) |

Nuevamente, u,(t) es una solucion particular que puede obtenerse reemplazando w,(t) =
ceM en (11.6.56) y uy(t) una solucion de la ecuacion homogénea ajustada de modo tal que

u(0) = 0.
Si A = Ay = —a = r (“resonancia”) se tiene
foe £t foe “ sinh[rt]
t) ==+ l)=F——F-F—— 11.6.59
up( ) 2 ) ’I,Lh( ) + 2T2 ) ( )

que pueden obtenerse como limite del resultado anterior o por integracion de (11.6.57). Si
a =0y r =iw, conw real, tenemos el caso propiamente resonante, en el que la amplitud
de la oscilacion resultante es proporcional a £.

Sir — 0 (raiz doble) y A # —a,

_ foeM = foem 1+ (a+ M)t
up(l) = (Ata)?’ un(t) = (A +a)? '

Finalmente, sir - 0y A — —a,



1.6 INTRODUCCION A LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES. FUNCION
DE GREEN CAUSAL.

Por ultimo, mencionemos que para una fuerza f(t) = fyt", con Ay # 0, u,(t) sera, en
general, un polinomio de grado n mientras que, si una raiz es nula (por ejemplo, A\_ = 0),
u,(t), sera un polinomio de grado n + 1.

Ejemplo I1.6.5:

d
d—? ~ Au = foH(b), (11.6.60)

conu, foden x 1, Aden x n.Siu(0) = 0, la solucion para t > 0 es

u(t) = /0 t exp[A(t — )] foe'dt’ = w,(t) + un(t), (11.6.61)

donde wu,(t) es una solucion particular de la ecuacion inhomogénea y uy,(t) = exp[At|uyg
una solucidn de la ecuacién homogénea que ajusta la condicion inicial.

Si A no coincide con ningin autovalor i, de A, u,(t) puede elegirse de la forma
(método de coeficientes indeterminados)

u,(t) = ce™.

Reemplazando en (11.6.60) se obtiene
(M — A)ce™ = foe,

de donde
c= (M — A)*lfo.

Ademas, uy,(t) = — exp[At]c (para que u(0) = 0) y entonces
u(t) = (M1 — exp[At]) (AT — A) ' fo, A # M. (1.6.62)

Para \ = iw # )\, obtenemos el conocido e importante resultado que la solucion particu-
lar de (11.6.61) tendra la misma frecuencia que el término inhomogéneo, con una amplitud
dependiente de la frecuencia.

En cambio, si A coincide con un autovalor )\, de multiplicidad my, (Al — A) no es
invertible y la solucion anterior no es valida en general. u,(¢) contendra términos de la
forma e*'t™, con m < my, y puede hallarse evaluando (11.6.61) en una base conveniente
o bien tomando el limite de (11.6.62). Por ejemplo, si my, = 1, u,(¢) sera de la forma

u,(t) = (c+ avgt)e™’,
donde Avy, = A\yv. Reemplazando en (11.6.61) obtenemos
(Al — A)e + avy, = fo,

de donde puede obtenerse c eligiendo « tal que fy — aw; sea ortogonal a vy.
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Capitulo III

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias:
Problemas con Condiciones de
Contorno
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II1.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

III.1. El problema de Sturm-Liouville

III.1.1. Problemas de Sturm-Liouville no singulares

Hasta ahora hemos visto ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales. En par-
ticular, tratamos la ecuacion lineal ordinaria de segundo orden, aquélla en que las cons-
tantes de integracion se determinaban a partir de los valores de la funcion incognita y su
derivada primera en un instante inicial ¢ = ¢y,. Ahora comenzaremos a estudiar problemas
de segundo orden en los cuales las constantes de integracion quedan determinadas, no por
condiciones iniciales, sino por condiciones de contorno. En tales problemas, el rango de
variacion de la variable (que representara usualmente una posicion) esta restringido a un
cierto intervalo y las constantes de integracion se determinan a partir de los valores de
la funcion incognita, de su derivada, o de combinaciones lineales de las mismas, en los
puntos extremos del intervalo.

Tomemos una ecuacion lineal de segundo orden general

d*u du
e + A(i)@ + B(z)u = F(z), (11.1.1)

con A(x), B(z) y F'(x) continuas. Tal ecuacion es equivalente a

_%[p(gj)%] +q(z)u = f(2), (111.1.2)

donde f(z) = —p(z)F(x), q(x) = —p(x)B(x) y

p(ZL‘) _ efA(:c)dz

es una funcion positiva.

En efecto, como p'(z) = A(x)p(z), se tiene (pu') = pu” + p'v’ = p(u” + A(z)u),
reduciéndose (111.1.2) a la ecuacion (111.1.1) multiplicada por —p(x).

La ecuacion (111.1.2) se denomina ecuacion de Sturm-Liouville inhomogénea (la co-
rrespondiente ecuacidn homogénea se obtiene para f(z) = 0) y se escribe usualmente
como

Llu(z)] = f(z), (111.1.3)
donde ; ;
L= —%[p(x)%] +q(z)

es el operador lineal de Sturm-Liouville. Tal operador actia sobre funciones u(x) dos
veces derivables, definidas en un dado intervalo real, a < = < b, y s6lo queda comple-
tamente definido cuando se especifican los valores de la funcidon incégnita, su derivada
primera, o combinaciones lineales de ellas en los extremos (a, b) del intervalo. Tales con-
diciones se conocen como condiciones de contorno, y las funciones que las satisfacen
constituyen el dominio del operador de Sturm-Liouville.
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Problemas de este tipo aparecen frecuentemente al resolver ecuaciones en derivadas
parciales mediante el método de separacion de variables, como veremos mas adelante.

Cabe insistir aqui en que estudiaremos primero el caso en que p(z), g(z) y p'(z) son
funciones reales continuas en [a,b] y p(x) > 0 en el mismo intervalo cerrado. En este
contexto, un operador de Sturm-Liouville que satisface tales condiciones, se llama no sin-
gular. Mas adelante, analizaremos el caso en que alguna (o algunas) de estas condiciones
no se cumple en alguno de los extremos, que conduce al estudio de las llamadas funciones
especiales.

II1.1.2. Tipos de condiciones de contorno

Consideraremos primero la ecuacion (111.1.3) en un intervalo finito [a, b], con las con-
diciones de contorno conocidas como condiciones de Dirichlet homogéneas,

u(a) = u(b) = 0. (111.1.4)

El primer punto importante a analizar es la existencia o no de soluciones no triviales
u(x) # 0 de la ecuacion homogénea L[u] = 0, que satisfagan las condiciones (111.1.4).
Como veremos, la no existencia de tales soluciones (también llamadas modos cero del
operador) es condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion inhomogénea tenga
solucién unica, que podra obtenerse mediante la funcién de Green.

Por ejemplo, si

dQ
da?
(p(z) = 1, q(x) = 0), la solucion general de la ecuacion homogénea L[u] = 0 es u(z) =
cx +d. Siu(a) = u(b) = 0 = ¢ = d = 0. La ecuacion homogénea solo admite, pues, la
solucion trivial.

Como segundo ejemplo, si

d2
L=—— -k
dz? ’

la ecuacion L[u] = 0 posee la solucién u(z) = ce*® 4 de=**, que se puede escribir como
uw(z) = ' sin(k(x —a)) + d cos(k(z — a)).

Siu(a) =0=d =0,y lacondicion u(b) = 0 implica

¢ sin[k(b—a)] =0,

que posee una solucion no trivial (¢’ # 0) si y sélo si
k(b—a)=nm, neZ.

En caso contrario ¢ = 0 y la unica solucion es u(x) = 0.
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Las condiciones de contorno (111.1.4) no son mas que un caso muy particular. En
general, las condiciones de contorno que definen el dominio de un operador de Sturm-
Liouville pueden ser de dos tipos: locales (o separadas) o no locales. Se llama condiciones
locales a aquéllas que establecen una relacion entre la funcion incégnita y su derivada en
cada borde por separado. Entre éstas, nos concentraremos en las llamadas condiciones de
contorno de Robin homogéneas:

cqu(a) + du'(a) =0, cu(b) + dpu'(b) = 0., (111.1.5)
donde todas las constantes son reales. Si d, = d;, = 0, estas se reducen a las de
Dirichlet homogéneas mientras que, si ¢, = ¢, = 0, se obtienen las condiciones de

Neumann homogéneas, u'(a) = u/(b) = 0. Por supuesto, puede tenerse también d, =
¢, = 0, en cuyo caso se obtienen las condiciones mixtas u(a) = 0, v’(b) = 0 (Dirichlet en
un extremo y Neumann en el otro). Si todos los coeficientes son no nulos, las condiciones
de contorno se llaman condiciones de Robin. En todos los casos, la condicion impuesta
en un extremo es independiente de la impuesta en el otro, de ahi proviene el nombre de
locales o separadas.

Notemos que el conjunto de funciones que satisfacen condiciones de contorno del
tipo (I11.1.5) constituye un espacio vectorial (si u; y uy las satisfacen, = cju; + cous
también las satisface). No ocurre lo mismo para condiciones de contorno no homogéneas
(combinacién lineal de u y su derivada igualada a una constante distinta de cero).

Las condiciones de contorno no locales, en cambio, establecen una relacion entre el
valor que toman la funcién incdgnita y su derivada en uno y otro borde. Tipicos ejemplos
de condiciones de contorno no locales son las condiciones periodicas

u(a) = u(b), pla)u'(a) = p(b)u'(b) (111.1.6)

y antiperiodicas

u(a) = —u(b), pla)u'(a) = —p(b)u'(b). (111.1.7)
Volveremos a considerar condiciones de contorno no locales en nuestra seccion dedi-
cada a la serie de Fourier (ver Capitulo IV).

III.1.3. Caracter autoadjunto del operador

Una propiedad fundamental del operador L con las condiciones de contorno
(111.1.5), (111.1.6) o (111.1.7) es que resulta autoadjunto':

Teorema II1.1.1 Si u y v son dos funciones reales que satifacen ambas alguna de las
condiciones de contorno (111.1.5), (111.1.6) o (111.1.7) (con las mismas condiciones de con-
torno para u 'y v), entonces se cumple

'Mas rigurosamente, deberiamos decir que resulta simétrico. Sin embargo, la diferencia entre ambos
conceptos es materia de cursos mas avanzados. A este nivel y en todo el resto de este libro, obviaremos tal
diferencia. Para una discusion detallada sobre este punto véase, por ejemplo, [13]
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(v, Llu]) = (L[v], w), (111.1.8)

donde (v, u) denota el producto interno usual

(v,u) = / bv(m)u(m)dm.

(hemos supuesto u, v reales). Se dice, entonces, que L es autoadjunto.
Demostracion: En efecto, integrando por partes obtenemos

(v, L{u]) — (Llo],u) = / ooy — u(pe/Y)de
— [ty = o

= plou’ — uv'”Z = pW(v,u)|’ =0, (111.1.9)
para las condiciones (111.1.5), (111.1.6) o (111.1.7). Es facil verificar que el Wronskiano
W (u,v) se anula independientemente en cada extremo para funciones que satisfacen
condiciones de contorno de Robin homogéneas, y que la contribucion de un extremo se
cancela con la del otro extremo para funciones que satisfacen condiciones de contorno
periodicas o antiperiodicas.

OJ

Notemos que la nocién de operador autoadjunto sobre un espacio de funciones es
extension natural de la definicion de matriz autoadjunta. En efecto, en el caso de vecto-
res u de R™ y operadores lineales representados por matrices A reales de n x n, con el
producto interno usual (v,u) = v-u = > vu;, A se dice simétrica (o autoadjun-
ta, que es equivalente para matrices reales) si (v, Au) = (Av,u) ¥V u, v € R", o sea,
si D s vidiuy = 32, uiAijvy. Esto implica Aj; = Aj; Vi, j, es decir, A" = A. Los
operadores lineales reales autoadjuntos en R" son, pues, representados por matrices A
autoadjuntas. Pero notar: en el caso de espacios vectoriales de dimension infinita, los do-
minios del operador y de su adjunto deben coincidir para que el operador sea autoadjunto,
es decir, no basta que las expresiones diferenciales de ambos coincidan. La coincidencia
de dominios ocurre en nuestro caso.

Como veremos a continuacion, el caracter autoadjunto del operador tiene consecuen-
cias muy importantes: la funcion de Green asociada, si existe, resulta simétrica ante el
intercambio de sus dos variables y se satisface, por lo tanto, la propiedad de reciprocidad
(ver seccion I11.1.4). Por otra parte, el operador tiene un conjunto completo de autofun-
ciones, que son una base del espacio vectorial de funciones en el dominio (ver seccion
11.1.5).
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I11.1.4. Funcion de Green para condiciones de contorno locales. So-
lucion del problema de borde con ecuacion diferencial inho-
mogénea

Consideremos, ahora, la ecuacion inhomogénea (111.1.3). Como en los problemas
de condiciones iniciales, la herramienta general de resolucion serd la funcién de Green

G(z,z") del operador L con las condiciones de contorno (111.1.5).

Se define dicha funcion de Green como la solucion de la ecuacion (el subindice en el
operador indica que el mismo actua sobre el primer argumento de la funcién de Green)

L,[G(z,2")] = 6(z — '), (111.1.10)

(donde a < x, 2’ < b) que satisface, en su primera variable, las condiciones de contorno
(111.1.5), es decir

d
caG(a,2") + dag(:r =a,2') = 0,
d
G (b, 2") + dbd—GQ; =ba') = 0. (rm.1.11)
T

Probaremos a continuacion que:

Teorema II1.1.2 i) dicha solucion existe y es unica si y solo si la unica solucion de la
ecuacion homogénea L{u(x)] = 0 con la condicion de contorno (111.1.5) es la solucién
trivial u(z) = 0V x € [a, b] (no existen modos cero) y

ii) en tal caso, existe una unica solucion de la ecuacion inhomogénea (111.1.3) con la
condicion de contorno (111.1.5), dada por la integral:

b
u(x):/ G(z,2") f(z)dx'. (111.1.12)

Demostracion:
Probaremos primero ii). Resulta claro que, si G(x,z') existe,
(111.1.12) es solucion de (111.1.3) pues

Llu(e)) = [ LulGla s f (@)’ = [ 8o~ )i’ = (o),

donde hemos usado, primero, que L actua sobre la primera variable, no afectada por la
integral, y, en estas condiciones, siempre pueden intercambiarse integral y derivada en el
sentido de las distribuciones. Luego, hemos usado la ecuacion diferencial que define a la
funcion de Green y, finalmente, la definicion de la distribucion delta de Dirac.

Ademas, u cumple la condicion de contorno (111.1.5) pues G la cumple en su primera
variable, no afectada por la convolucion. En efecto
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b
cou(a) + dyu'(a) = / [caG(a,2') +d %( =a,2")|f(2")dz' =0

e
dx

Hemos mostrado, entonces, que (111.1.12) es solucion.

La unicidad de esta solucion surge, por el absurdo, una vez probado i). En efecto,
si existen vy y vy tal que Lv;(z)] = f(x), i = 1,2, satisfaciendo ambas (111.1.5) con
los mismos coeficientes, por la linealidad de L se tiene L[vi(z) — vo(z)] = Llvi(x)] —
Llvy(x)] = 0, lo que implica, por i), que v; — v = 0 o, equivalentemente, v; = vs.

eytu(B) + dyu (b) = / (0GB, 7)) + 42 (2 = b Y (')A’ = 0

La prueba de i) se verd directamente por construccion de la funcion de Green.
Sean uy(x) y ug(x) dos soluciones de la ecuacion homogénea L[u(x)] = 0, cada una
de las cuales satisface la condicion de contorno en uno de los extremos:

caur(a) + dauf(a) = 0, cpua(b) + dyus(b) = 0. (111.1.13)

Por la propiedad de superposicion para Llu(x)] = 0, siempre existen soluciones uni-
cas uy (), us(x) no idénticamente nulas que satisfacen estas condiciones. Por ejemplo, si

v1(x) y vo(x) son dos soluciones cualesquiera linealmente independientes y no nulas de
L[v] =0,

ur(z) = wvi(z)[eava(a) + davy(a)] — va(w)[cavi(a) + davi(a),
us(z) = vi(@)[esva(b) + dpvy(b)] — va(w)[cova (b) + divi (D)),

satisfacen (111.1.13).

Por otro lado, para p y q continuos y p > 0, no pueden existir dos soluciones lineal-
mente independientes que satisfagan ambas la condicion de contorno en uno cualquiera
de los extremos del intervalo (pues, de ser asi, el determinante de la matriz fundamental,
es decir el wronskiano de estas soluciones, seria nulo en ese extremo).

Para x < o, L|G(x,2")] = 0y podemos entonces escribir G(x,x') = c1(2")ui(x),
que satisface la condicion de contorno en v = a. Andlogamente, si v > 2/, G(z,x') =
co(x")ug(x), que satisface la condicion en x = b. Por lo tanto,

Gla, ') = { gg,;zigg ziﬁ, . (11.1.14)

Integrando (111.1.10) entre v’ — e y 2’ + ¢,
con € > 0, obtenemos

z'+e

@G (@, [ / (&) Gz, )’ =1,

/—e

donde G'(z,2') = LG(z,2').
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Debido a la continuidad de p y q, esta ecuacion puede satisfacerse solo si G(z, ') es
continuay su derivada tiene una discontinuidad —1/p(x’) en x = 2’ (es decir, —p(x)G'(x, x')
debe ser de la forma H(x — z') + ¢(x), con ¢ continua en v = z’, para que (—pG'")’ con-
tenga un término §(x — x')).

Esto implica

N T INGT N 1
cr(2)u (o) — a2 uy(a’) = o)
con /' (z) = 4%, lo que determina ¢ y cy:
a(@) = —w(@)/C, @) =-wu@)/C,

donde

C = pla)ur (2 )us(a) — ua(a)ui (2')]

= [pW(u1,u2)]omer, Wilui,uz) =

Uy U2

! !
Uy Uy

La solucion existe sélo si C # 0, o sea, solo si el Wronskiano W (uy,us) es no nulo. Esto
se cumple si ui(x) y us(x) son dos soluciones linealmente independientes de L[u] = 0.
En estas condiciones, C' es una constante, independiente de x’:

P (uyuhy, — uguy) + plurusy, — ugul)
)/

= q(ujug — uguy) = 0.

[p(uruy — ugusy))’

= w1 (puy)" — ua(pui
El resultado final para C' # 0 es, pues,

n_ | —u(@ug(2’)/C x <o
Glo.o) = { (@ Yuale)/C x>

Si C =0, la funcion de Green no existe. En este caso las soluciones u,(x) y us(x)
son linealmente dependientes, es decir, us(x) = cuyi(x), por lo que uyi(x) satisface la
condicion de contorno en ambos extremos. Esto implica que, si C = (), existe una solucion
no trivial uy # 0 que satisface L[uy] = 0 y las condiciones de contorno (111.1.5). En
otras palabras, la funcion de Green existe si y solo si la unica solucion de la ecuacion
homogénea Llu| = 0 que satisface las condiciones (111.1.5) es u = 0. Esto concluye la
prueba de i) y, al mismo tiempo, (111.1.15) da una expresion explicita para la funcion de
Green.

(T11.1.15)

O
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Notese que el resultado es completamente andlogo al que se obtiene al resolver sis-
temas de ecuaciones lineales algebraicas Ax = b, con A una matrizde n X n, y x,b
vectores columna de n x 1. Si la inica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es x = 0,
entonces existe la inversa A~!, definida por AA~! = I, con I la identidad (es decir,
(AA™1); ; = 0;;) y, en este caso, la solucion de Az = b es Unica y estd dada por 2z = A~'b
(osea, r; = Zj Ai_jlbj). En cambio, si existe z # 0 t.q. Az = 0, la inversa A~! no existe.

El operador lineal definido por
b
Glu(z)] :/ G(z, 2 yu(x')da' (111.1.16)

es, pues, el inverso del operador L y se lo denota, también, como L.

Notemos que i) el inverso del operador diferencial lineal L es un operador lineal in-
tegral (G(x,z") se conoce como el nucleo del operador integral) y que ii) G depende no
solo de los coeficientes p(z), ¢(x) de L, sino también de la condicién de contorno.

Volviendo a la ecuacion (111.1.15), observemos también, la simetria

G(x,2') =G, z), (1.1.17)

que permite enunciar la

Propiedad de reciprocidad: La respuesta del sistema en x frente a una fuente puntual
en 2’ es idéntica a la respuesta del sistema en 2’ frente a una fuente puntual en z, aun si p y
q dependen de z. Esto se debe al cardcter autoadjunto de L. En efecto, debido tal caracter:

(L.G(z,2"),G(x,2")) = (G(x,2"), L,G(x,2")) .

Usando la ecuacion diferencial que satisface la funcion de Green, y la definicion de la
delta de Dirac:

b b
/ drd(x — 2 )G(z,2") = / dr G(z,2")o(x — "),
que conduce a
G2, 2") = G(2",2).

A partir de (111.1.17), es facil ver que el operador inverso G, definido en (111.1.16) es
también autoadjunto: (v, G[u]) = f; f;’v(w)G(z,x’)u(m’)dwdw’ = (G[v], ).

Obsérvese que la funcion de Green (111.1.15) no es invariante frente a traslaciones
espaciales (debido a las condiciones de contorno). La invariancia traslacional esta rota,
aun si p y ¢ son constantes, por lo que G(z,2’) # G(z — ).

Utilizando (111.1.15), vemos que la solucion (111.1.12) puede escribirse como

) = lua(o) [ @) )i + (o) a0
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y puede verificarse explicitamente que L[u| = f. Siempre es posible escribirla en la forma
u(x) = upy(x) + up(z), donde u, es una solucion particular de la ecuacion inhomogénea
(L[u,] = f)y up una solucion de la ecuacion homogénea (L[u,] = 0) ajustada para
satisfacer la condicion de contorno.

Ejemplo III.1.1 : L = —% (p(z) =1, g(x) = 0). En este caso, tomando a = 0,b > 0
y u(0) = u(b) =0,

u(z) =z, wug(x)=2—0>

y C =x — (z — b) = b. Obtenemos

z(b—z') /
<z
G(z,2') = { ) RV (111.1.18)
b iy
La solucidn de la ecuacion
d?u
“a W

para 0 <z < bconu(a) = u(b) = 0 es, entonces,

b
u(z) = / G, o) f (o)
T b
= %[/0 ' (b—x) f(2)dx" + /xx(b — ') f(2")da'] .

Por ejemplo, si f(x) = x? se obtiene

1 r? b
_ b3 3 _ _ = e
u(x) 123:( x”) 12+x12,
que se compone de la solucion particular —z*/12 mas la solucién de la ecuacion ho-
mogénea xb®/12, que garantiza que se cumpla u(0) = u(b) = 0.

Ejemplo I11.1.2: L = —% —w?,a=0,b > 0. En este caso, para u(a) = u(b) = 0,

uy(z) = sin(wz), uy(x) = sin(w(z—>b))

y C = w[sin(wz) cos(w(x—b)) — cos(wx) sin(w(z—0b))] = wsin(wb).
La funcion de Green existe solo si sin(wb) # 0, es decir, si w # n7 /b, conn € Z (ver
ejemplo en la seccion II1.1.1). Cuando existe, se tiene

/

~

N 1 sin(wz) sin(w(b—1")) z <=z
Gla,z) = w sin(wb) { sin(wz’) sin(w(b—z)) =z >x
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Para w — 0 se recupera el resultado (111.1.18).
Siw = ik, con k real, la funcion de Green existe V k # 0 y se obtiene reemplazando
w — k, sin — sinh en el resultado anterior.

Ejemplo I11.1.3:
Consideremos, nuevamente, L = —%. Si la condicion de contorno es u'(a) =
u'(b) = 0, la funcion de Green no existe: Tenemos

ur(x) = c1, us() = co

y, por lo tanto, C' = 0. Esto se debe a que la solucion constante u(z) = ¢ # 0 es solucion
no nula de L[u] = 0 y satisface v'(a) = u/(b) = 0. Obsérvese que, en este caso, la
solucién del problema inhomogéneo, si existe, no es unica. En efecto, dada una solucion,
siempre se le puede sumar una constante arbitraria, que satisface la ecuaciéon homogénea
y la condicion de contorno.

Ejemplo I11.1.4: Consideremos, ahora, L = —% —w?, con la condicion v/ (a) = u/(b) =
0.
Tenemos

uy(z) = cos(wx), ug(z) = cos(w(x — b)),

con C' = —wsin(wb).
La funcion de Green existe nuevamente solo si sin(wb) # 0, es decir, si
w # nm/b,conn € Z. En esas condiciones,

G(z,x') = 1 { cos(wz) cos(w(b—a')) = < a

wsin(wb) | cos(wz’) cos(w(b—x)) = >a" -

Siw — 0, |G(z,2")] — oc.
Por otro lado, si w = ik, con k real, G(x, z') existe V k # 0.

III.1.5. Autovaloresy autofunciones del operador de Sturm-Liouville
no singular

Consideremos nuevamente el operador de Sturm-Liouville L. Si existen un niimero A
y una funcioén v(z) no idénticamente nula, que satisfacen la ecuacion

Liv(x)] = Mv(z) (111.1.19)

Va € [a,b], conjuntamente con alguna de las condiciones de contorno mencionadas en la
seccion II1.1.2, se dice que A es un autovalor (o valor propio) y v(z) una autofuncion (o
funcion propia) de L con dominio definido por dicha condicion de contorno. Enfatizamos
que Ay v(z) dependen tanto de p y ¢ como de la condicion de contorno.
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Es obvio que, si v(x) es autofuncion, cv(x), con ¢ una constante no nula, es también
autofuncién con el mismo autovalor, por lo que las autofunciones quedan definidas a
menos de una constante multiplicativa.

Hemos visto que la funcion de Green para una determinada condicion de contorno
local (111.1.5) existe si y solo si no existe una funcion u(z) # 0 que satisfaga L[u] = 0
con dichas condiciones. Esto implica que G(x, z’) existe si y slo si L no posee ningiin
autovalor nulo con dicha condicion de contorno (de alli proviene el nombre de modos
cero).

Es facil mostrar el siguiente teorema general

Teorema II1.1.3 Si L es autoadjunto, las autofunciones de L correspondientes a autova-
lores distintos son ortogonales con respecto al producto interno (u,v) = fab u(x)v(x)de.
Demostracion: Si L[v;(x)] = \v;(x), L{v;(z)] = A\jv;(z),

0 = (v;,L[vi]) — (L[vj],v;) = (N — )\j)/ vi(x)v;(z)de.  (111.1.20)

Si, segun la hipotesis, \; # \; resulta que

/a bvj(x)vi(x)dx = 0.
O

Este teorema general nos permite afirmar que las autofunciones correspondientes a
autovalores distintos del operador de Sturm-Liouville que venimos estudiando (con su
dominio definido por las condiciones de contorno (I11.1.5), (111.1.6) o (111.1.7)) son orto-
gonales con respecto al producto escalar (u,v) = f: u(z)v(x)dx. En efecto se trata de un
operador autoadjunto con respecto al mismo producto escalar.

En forma mas general, en particular al estudiar funciones especiales, surge un pro-
blema similar, en el cual debe encontrarse una funcién v(x) no idénticamente nula que
satisfaga, conjuntamente con la condicion de contorno, la ecuacion

Liv(z)] = Ap(z)v(z), (1m1.1.21)

donde p(x) > 0 es una funcion real derivable y positiva en (a, b), denominada usualmente
“funcidn de peso”. En este caso, se dice que A es autovalor y v autofuncion de L con peso
p (y una dada condicion de contorno).

Siguiendo el procedimiento anterior, puede mostrarse que, incluso en el caso singular,
si se imponen sobre las autofunciones del problema las condiciones de acotacion que se
discutiran en la subseccion 111.2.3, debido al caracter autoadjunto del operador que se de-
mostrara en el teorema II1.2.6, las autofunciones correspondientes a autovalores distintos
resultan ortogonales con respecto al producto interno
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b
(u,v)pz/ p(x)u(x)v(x)dr, (111.1.22)

es decir,

/p(:v)vj(x)vi(x)da: =0 si A\ #N\,
donde Llu(x)] = Aipla)ui(a), Lloy(2)] = Agp()o; ().

Volveremos sobre este punto en la seccion II1.2. En nuestro caso no singular, es directo
ver que es asi reemplazando (111.1.21) en (111.1.20).

Propiedades espectrales del problema de Sturm-Liouville no singular:

El problema de valores propios de un operador de Sturm-Liouville no singular con su do-
minio definido por condiciones de contorno locales de Robin (111.1.5) o no locales (111.1.6)
o (111.1.7), posee las siguientes propiedades fundamentales (la demostracion general de las
mismas se realiza naturalmente en el marco de cursos més avanzados: ver, por ejemplo,
[13]; por lo tanto, no presentaremos aqui tal demostracion, aunque la esbozaremos para
algunos casos particulares en la subseccion I11.1.7):

1) Existe un conjunto numerable de autovalores

AM< < <A\

correspondientes a autofunciones vy (), vo(z), ... v,(x), ..., que satisfacen L[v,(z)] =
Ap(z)v,(x) y son ortogonales con respecto al producto interno:

b
(vi,vj) = / p(z) vi(z)vj(x)de =0 si i # j.

Para las condiciones de contorno locales (111.1.5), \; # \; si ¢ # j, ya que no pueden
existir dos soluciones linealmente independientes de L[u] = Apu para un mismo \ que
satisfagan ambas condiciones (pues, de ser asi, el wronskiano seria nulo).

2) Cualquier funcién u(x) definida en el intervalo [a, b] que pertenezca al dominio del
operador puede escribirse en términos de las autofunciones v,,(x) por medio de una serie
absoluta y uniformemente convergente en este intervalo

u(x) = chvn(x). (111.1.23)
n=1

El conjunto de todas las autofunciones forma, pues, una base del espacio vectorial de
funciones derivables a segundo orden que satisfacen las condiciones de contorno en el in-
tervalo [a, b]. Se dice, entonces, que las autofunciones de L forman un conjunto completo.
Un desarrollo como (111.1.23) suele llamarse un desarrollo de Fourier generalizado, pues
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es una generalizacion del desarrollo en serie de Fourier propiamente dicho, que estudia-
remos en el capitulo IV.

Consecuencias:
a) Suponiendo valido el desarrollo (111.1.23), es facil mostrar que los coeficientes ¢,
estan dados por

_ [ o@) >w:<%mp
fa p n (Um UH)P.

En efecto, multiplicando (111.1‘23) por p($)’t)n($) e integrando, encontramos, debido
a la ortogonalidad de las autofunciones,

n

(111.1.24)

/a (@ )n()ula)ds — f:lcm /abp(m)vm(x)%(x)dx
= Cn /abp(x)vi(x)dx,

obteniéndose (111.1.24). Queda también claro que, para una dada u, los coeficientes del
desarrollo son unicos. (Si >~ | ¢, v,(z) = 0= ¢, =0V n).

b) Base ortonormal: Como hemos dicho, cada autofuncion v, (z) esta definida a me-
nos de una constante multiplicativa. Resulta comodo elegir esas constantes de modo de
obtener una base en que las autofunciones (que llamaremos w,(x)) estén normalizadas,

es decir, (wy,, w,), f p(z)w?(x)dx = 1 ¥n, de modo que

(Wi, Wy)p = / (X)W, (x)wy, (2)dr = Sy

En tal caso,

b
Cp = / p(z)wy(x)u(x)dr = (W, u), .
c¢) En una base ortonormal, el cuadrado de la norma de u, definida por

| = (1,02 = M%mﬂmﬂm,

puede expresarse como

lulP = ZQM/ W (2)da

n,m=1
= Z 2. (111.1.25)
n=1
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La igualdad anterior se denomina identidad de Parseval y constituye la generaliza-
cion del teorema de Pitdgoras. Es valida para cualquier conjunto completo de funciones
ortonormales {w;(z),7 = 1,2,...}. Si el conjunto es incompleto, obtenemos en cambio

[lul| > 3207, .
d) Dada la suma finita

Sp(z) = Z bpwy,(x),

donde las autofunciones w, (x) son ortonormales, el error cuadratico medio, definido por

b
em = [lu(z) — S ()|* = / p(@)[u(@) = Sp()]*dz,

es minimo para b, = ¢, = fab p(x)wy,(z)u(x). En efecto,

[

b m m
el = / plu? —2 Z bpw,u + Z by by Wy Wy | dix
a n=1

n,n/=1
= |ulPHD_ [} = 2buea] = [ulP=D 2+ (ea—bn)’,
n=1 n=1 n=1

obteniéndose el minimo valor para b,, = c,,.

La “mejor” aproximacion a u(z) por medio de una suma finita se obtiene, pues, pa-
ra b, = c,, si definimos como “mejor” aquella suma que minimiza el error promedio
anterior.

La ecuacion anterior también muestra que (para b, = ¢,), Y-, ¢2 = ||u||* — 2, <
||u||?, ¥ m, indicando entonces que >~/ ¢2 es una serie convergente.

III.1.6. Desarrollo de la funcion de Green en autofunciones. Tipos de
convergencia

La propiedad 2) (ecuacion (111.1.23)) requiere, para que el desarrollo en autofunciones
converja absoluta y uniformemente, que la funcion a desarrollar admita derivada segunda
y satisfaga las condiciones de contorno. Ciertamente, este no es el caso para la funcion
de Green, cuya derivada primera es discontinua. Sin embargo, puede mostrarse que existe
para ella un desarrollo de la forma

wn (2)wn ()
G(z,2') = —_
) = 3
n
que converge a G(z,x’) débilmente (en el sentido de las distribuciones). Esta claro que
tal desarrollo solo tiene sentido en ausencia de modos cero, en cuyo caso se dice que

el operador de Sturm-Liouville es invertible y, a veces, que es no singular (ndtese que
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II1.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

el término se utiliza, en este caso, con un sentido totalmente distinto del que venimos
adoptando).
Consideremos ahora la ecuacion general inhomogénea

Lu] = p(z) f(x), (111.1.26)

donde p(x) es una funcion continua y positiva (la funcion de peso previamente introduci-
da) y u debe satisfacer alguna de las condiciones de contorno mencionadas. Suponiendo
que podemos desarrollar, tanto u como f, en autofunciones normalizadas w,(x), con
L{w, ()] = App(x)w,(x), es decir,

- b
u(r) = chwn(a:), cn:/ p(x)wy,(z)u(x)dx (111.1.27)

flz) = anwn(x), fn:/ p(x)w,(z) f(x)dx, (111.1.28)

se obtiene, al reemplazar en (111.1.26),

o0

Y (eadn = fap(z)wa() =0,

n=0

de donde, suponiendo que A, # 0,

Cp = fn/)\n

Se puede llegar al mismo resultado directamente multiplicando la ecuacion (111.1.26) por
wy, () e integrando:

b b
[ wnte)Lluta)ids = [ playwn (o)),
de donde, teniendo en cuenta el caracter autoadjunto de L, se obtiene la relacion

Ancn = fn .

Podemos, entonces, escribir la solucion como

w) = S 2 - G it a

donde

G(z,2') = i M (111.1.29)

n=1
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Esta expresion constituye el desarrollo en autofunciones de la funcion de Green G(z, x').
Es muy util y sera utilizado y discutido mas adelante. Notemos que tal desarrollo tiene
sentido si y solo si no existe ningun autovalor nulo, en acuerdo con discusiones previas.
Es preciso destacar, no obstante, que la convergencia de este tipo de desarrollos es
mas débil que la convergencia puntual. Sea S,,(z) = > | ¢,w,(z).
Se dice que S,, () converge puntualmente a u(x) param — oo silim,, oo Sy () = u(x)
Ve lab).
Se dice, en cambio, que S,,,(x) converge en media a u(x) si
m[Ju(z) — S,(@)| =0,
donde ||F|]* = fab p(z)F?(z)dz. La convergencia puntual asegura la convergencia en
media, pero la Gltima no asegura la primera (ya que, por ejemplo, S,,(z) puede diferir
de u(x) en un namero finito de puntos sin que esto afecte a la integral). Esto ocurre, por
ejemplo, con el desarrollo en autofunciones de funciones u(z) continuas a trozos.
Finalmente, se dice que S,,(z) converge a u(x) como distribucion (convergencia
débil) si .

b
lim Sm(x)gb(x)dx:/ u(z)p(x)dx

m—0o0 a
para cualquier funcion de prueba ¢(z) en [a, b]. Esta ltima condicion es mucho mas débil
que las anteriores, ya que ni siquiera requiere que la serie ) | ¢,w,(x) sea convergente.
Por ejemplo, sid(z —2') /p(z) = 307, coun(z) = ¢, = f; Wy (2)0(z —2")dx = w,(2'),
de modo que

5z — ') = p(x) Z Wy (2)wy (2, (111.1.30)

donde la igualdad sélo indica igualdad como distribucion. La serie de la derecha, de he-
cho, no converge, pues 1im,,_, w, (z)w,(z') # 0. Sin embargo, si ¢(z) =" | a,w,(x),

bx—o0 00
con @, = (wn, 8)n = 1Y p(@)w, (@)wn(@)(@)de = Y3 g, (2') = 9(o'), de
modo que la serie converge como distribucion a §(x — z’).
Puede verse entonces, a partir de (111.1.29), que

LIG(z,2")] = ) pla)wn(z)wn(a’) = §(z — ).

Por lo tanto, G(z, 2") también puede obtenerse resolviendo directamente (111.1.26) para

f(z) =0d(z —2).

III.1.7. Problema variacional asociado y completitud

El problema de valores propios de L esta asociado a un problema variacional.
Para u # 0y derivable, definimos la funcional
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II1.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Bl @)@ + gl @lds
[|ul]? f p(x)u?(x)dx

que satisface H[au] = H|u] si a # 0 siendo, por lo tanto, independiente de la norma de
u. Veremos luego que H [u] puede interpretarse como una energia. Notemos que H [u] > 0
sig(z) > 0.

Podemos preguntarnos ahora cual de todas las funciones u(x) con derivada segunda,
que satisfacen alguna de las condiciones de contorno ya mencionadas, es la que minimiza
H(u), y cual es el valor minimo de H [u] entre estas funciones.

Suponiendo que tal funcion existe, y llamandola v, con H[v] = A, debe cumplirse

Hlu) : (1m1.1.31)

Hv+6v] > H[v] = X

V funcidén dv que satisface la condicion de contorno.
Considerando ahora év pequeio, y conservando términos solo hasta orden v, obte-
nemos

b
Hlo+60] — Hjv] ~ 2||u\|2/ v (50)' + (4 — Ap)voulda
= 2|l||” / — Apv](dv)dx + [pv'év]},  (111.1.32)

donde hemos integrado por partes el primer término ( fj pv'(6v)'dx = pv'dv|b— fj (pv') dvdz).
Por lo tanto, si H[v] es minimo, la ecuacion (111.1.32) debe anularse para cualquier
variacion 0v(z) que satisfaga la condicion de contorno.
Consideremos, primero, la condicion de contorno de Dirichlet u(a) = u(b) = 0. En
este caso, 0v(a) = Jv(b) = 0y el Gltimo término en (111.1.32) se anula, lo que implica

Liv(x)] — Ap(z)v(x) =0, (111.1.33)

es decir, v(z) debe ser autofuncion de L con autovalor \.

Es claro, entonces, que dicha autofuncion debe ser aquélla con el autovalor mds bajo,
de modo que v(z) x v1(x) y A = Ay.

Notemos que, integrando por partes, fab pu*dx = pu'ul® — ff(pu’ Yudzx, por lo que

J2u(w) Llu(e))dz
[[ul[

Hu] = si pu'ul® = 0. (111.1.34)
Por lo tanto, si u(x) = v,(x), con L[v,] = A\pv, y v,(a) = v,(b) =0,
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I11.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

H[Un] = >\n

de modo que v = vy, con H[vy] = A\1. Sig(z) > 0= X\ > 0.
El problema anterior es equivalente a la minimizacion de E[u] con la condicién adi-
cional ||u|| = 1 lo que, a su vez, es equivalente a la minimizacion de

Flu] = Elu] = AlJull?,

donde A es un multiplicador de Lagrange. La condicion estacionaria F'[v + 0v] = Flv] +
O(dv)? para v pequefio conduce nuevamente a la ecuacion L{v(z)] = Ap(z)v(z), por lo
que v debe ser autofuncion de L y A el autovalor correspondiente. En estas condiciones,
Elun] = M||vi]].

Para las condiciones de Neumann (u'(a) = u'(b) = 0), puede procederse en forma
similar. Solo cabe aclarar que, en este caso, no es necesario imponer la condicidon de con-
torno. La condicion v'(a) = u/(b) = 0 surge naturalmente al buscar el minimo absoluto
de H[u], para anular el ultimo término en (111.1.32) que aparece al integrar por partes. El
primer autovalor correspondiente al problema de Neumann es, pues, menor que el corres-
pondientes al problema de Dirichlet: A < AP,

Consideremos ahora el subespacio S, de funciones u que satisfagan la condicion de
contorno y que sean ortogonales a la primera autofuncion v, (z), es decir,

b
(u,v1), = / p(x)vy(z)u(x)dx = 0.

Puede demostrarse, siguiendo un procedimiento similar, que el valor minimo de H [u]
para u € S; se obtiene para una funcién v que debe satisfacer también la ecuacion
(111.1.33) con la correspondiente condicion de contorno, pero que debe ser, obviamen-
te, ortogonal a v;. Esta funcion debe, pues, ser proporcional a la autofuncion de L con el
segundo autovalor \y. Es decir, v o v, con A = H[vg] = Ao > Ay

Procediendo en forma analoga, puede probarse que el minimo de H[u| en el subes-
pacio S, _; formado por funciones ortogonales a vy, vs, ..., v,_1, n > 2, se obtiene para
v X vy, siendo el valor minimo H[v,] = A,. De esta forma puede construirse todo el
conjunto de autovalores y autofunciones mediante un procedimiento variacional. Puede
probarse también que \Y < APV p,

El procedimiento anterior permite probar también la completitud del conjunto de au-
tofunciones. Daremos a continuacion un bosquejo de la demostracion, suponiendo que
A, — 00 para n — oo (véanse los siguientes ejemplos).

Sea u(z) una funcién de norma finita que satisface la condicion de contorno y consi-
deremos el resto

R(x) = u(x) — Sp(x), (111.1.35)

con
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Sp(z) = Z o (), ¢ = (Vp,u),
n=1
Y (Un, vn), = 1 (autofunciones normalizadas). Tenemos

(Un, Rin)p =0, n=1,...,m.
Por lo tanto, H[R,,,(x)] > A, pues R,,(x) es ortogonal a vy, ..., v,,. Ademas, utili-

zando (111.1.34) y, dado que fab R () L[S, (z)]dx = 0, se obtiene

ulPH ) = S ek, -
RalolE =

de donde, si A, > 0 (como ocurre para g(x) > 0),

H{Ry(z)] = |

P H[u]

2
<
IR @ < F

Por lo tanto,

‘ 2
lim ||R,,(x)||*=0
m—0oQ
st \,, — 00, lo que asegura la convergencia en media (pero no la convergencia puntual).

Aproximaciones variacionales. La formulacion variacional del problema de autova-
lores de Sturm-Liouville permite desarrollar aproximaciones variacionales en las que
u(z) se aproxima por una cierta funcion que satisface las condiciones de contorno y que
contiene algunos parametros libres. Estos se optimizan minimizando H [u], lograndose
asi una cota superior a A\ (y, en general, a \,, si imponemos que u(z) sea ortogonal a

U1y - 7Un—1)‘
Ejemplo II1.1.5:

Consideremos L = —% en [0, b], con u(0) = u(b) = 0.

La ecuacion L[v] = Av, es decir,

d*v
——— =\
dz
no admite autofunciones con A = 0 ya que, en este caso, la solucion general es v = ax+b
y las condiciones de contorno exigen que se cumpla a = b = 0. Tal solucidn, idéntica-
mente nula, no es, por definicion, una autofuncion. Dicho de otro modo, el problema de
Dirichlet homogéneo no admite modos cero. Para A # 0, la ecuacion diferencial posee la

solucion general v(x) = CetVAr 4 De=iVhe, que puede escribirse como
v(z) = Asin(VAz) + Bcos(VAx).
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Las condiciones de contorno implican B = 0, y sin(+v/Ab) = 0, por lo que v/\b = n,
n € Z. Es facil verificar que, de las autofunciones resultantes, s6lo las correspondientes a
n = 1,2, ... son linealmente independientes. Es decir, los autovalores estdn dados por

2,2
An:"b—j, n=1,2,... (111.1.36)

Las correspondientes autofunciones son

() = Apsin(nrz/b) n=1,2,..., (111.1.37)
con A,, # 0, y puede verificarse que
b
/ U (2) U (2)dT = Gy A2b /2.
0
Las autofunciones normalizadas corresponden, pues, a A,, = 1/2/b.

Para funciones que se anulan en los extremos, el valor minimo de

Hlu] = M _ _fo Ub@)uﬁ(x)dx
fo u?(z)dx fo u?(z)dx

es, entonces, \; = 72/b? ~ 9,87/b? y corresponde a vy (x) = A; sin(7z/b).

Problema sugerido II1.1.1: Mostrar que, planteando como aproximacion variacional
una parabola u(x) = z(b — x) que satisface u(0) = u(b) = 0, se obtiene H|[u] = 10/0* >
A1 (esto corresponde a reemplazar 7 por v/10, que es una aproximacion utilizada en la
antigiiedad y es cota superior de 7).

Es importante destacar que este ejemplo corresponde exactamente al problema cuanti-
co no relativista de una particula en una dimension, confinada al intervalo [0, b], libre den-
tro de este intervalo. La funcién v(x), con ||v||* = 1, representa, en este caso, la funcién
de onda de la particula, y la ecuacion L[v] = Av es la ecuacion de Schrodinger inde-
pendiente del tiempo, con E,, = h%\,/(2m) la energia del estado n. Ademas, %H [u]
representa aqui el valor medio de la energia correspondiente a la funcion de onda u(z), el
cual es minimo para u(x) = v, (z).

d2

Ejemplo I11.1.6: Consideremos, nuevamente, L = —-— en [0, b] con las condiciones de

contorno de Neumann v’ (0) = u/(b) = 0. En este caso, los autovalores son

n’m?

Ap = R n=0,1,2,... (111.1.38)
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con autofunciones

vn(z) = By, cos(nmz/b) . (111.1.39)

Los autovalores son los mismos que en el caso anterior, pero aparece el autovalor
adicional Ay = 0, en cuyo caso vy = By, constante, que si satisface las condiciones de
contorno. Se cumple

b
/ U (2) U () d = 5nti{2/2"n:>00. (111.1.40)
0

Las autofunciones normalizadas se obtienen para By = 1/v/b, B, = /2/b, n =
1,2,....

El valor minimo de H [u] para esta condicion de contorno es A\g = 0 (Aqui hemos
llamado, por conveniencia, A, al autovalor mas bajo de L).
Ejemplo II1.1.7: Nuevamente L = —% con las condiciones mixtas u(0) = 0, v/(b) = 0.
Como el problema de Dirichlet, tampoco este problema mixto admite modos cero. Para

A # 0, las presentes condiciones de contorno implican B = 0y cos(v/Ab) = 0, es decir,

A = (n+1/2)%*72/b*, n=0,1,2,..., (111.1.41)

que son distintos a los hallados en los ejemplos anteriores, con autofunciones

vp(x) = Apsin[(n + 1/2)7z /0] . (111.1.42)
Se cumple
b
/ U (2) U (2)dT = G A2D/2,
0
y las autofunciones normalizadas se obtienen para A,, = /2/b.

El valor minimo de H[u] es \; = m2/4b?, intermedio entre el minimo obtenido con
las condiciones de Neumann y aquél obtenido con las de Dirichlet.

Ejemplo III.1.8: Nuevamente [ = —% con las condiciones de contorno periddicas
u(—b) = u(b), u'(—b) = u/(b). Obtenemos las autofunciones

vo = Bo, vp(x) = By, cos(nmx/b), u,(x) = A, sin(nmz/b), (111.1.43)

conn = 1,2, ... correspondientes a los autovalores
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Mo =0, A\, =n*7%/b* n=12,.... (111.1.44)

Para n > 1 existen, pues, 2 autofunciones (v, (z) y u,(x)) por cada autovalor.
Se cumple

b
/vn(x)vm(x)dx — (5nt5 zbrf;ﬁo,

—b

/b U (2) Uy (7)dT = 6y AZD, /b Uy, (7) 0 (2)dx = 0,

b —b

obteniéndose las autofunciones normalizadas para By = 1/v/2b, B, = A, =1/ V.
En este caso resulta mas comodo utilizar una base compleja de autofunciones, dada
por

Zn(.CC) — Cneiﬂ’nm/b

= Cylcos(nmz/b) + isin(nmz/b)], n=0,£1,+2, ...,

que es ortogonal con respecto al producto interno (u,v) = ffb u*(z)v(x)d:

b
/ ()2 () T = Sy | C2[2D.

—b
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II1.2 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ESPECIALES

cos[nrm x|
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Figura 16: Graficas de las primeras tres autofunciones de los cuatro ejemplos anteriores
parab = 1.

III.2. Resolucion de ecuaciones lineales homogéneas me-
diante series de potencias. Funciones Especiales

El formalismo basado en la funcién de Green, visto ateriormente, permite resolver
la ecuacion inhomogénea L{u]| = f conociendo la solucion general de la ecuacion ho-
mogénea L[u] = 0. No hemos dicho, sin embargo, como resolver en general esta ultima
ecuacion, cuando las funciones p(x), ¢(z) (o equivalentemente, A(x), B(z)) no son cons-
tantes. Esta es una cuestion importante y de gran interés practico, dado que algunas de las
soluciones de este tipo de ecuaciones aparecen con frecuencia en aplicaciones a la Fisica.
Ese es el caso de las llamadas funciones especiales. A continuacioén discutiremos como
encontrar la solucion general de la ecuacion homogénea en el caso de coeficientes de-
pendientes de la variable, presentando luego algunas de las funciones especiales como
ejemplos.

II1.2.1. Caso de coeficientes analiticos

Consideremos la ecuacion general lineal de segundo orden
u" + A(x)u' + B(x)u = 0. (111.2.1)
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II1.2 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ESPECIALES

Teorema I11.2.1 Si A(z) y B(x) son analiticas en un entorno de x = 0, es decir,

=> A", B(x)=) Bua", |z[<R, (111.2.2)
n=0 n=0

las soluciones de (111.2.1) son analiticas en ese entorno y pueden, pues, representarse
como una serie de potencias:

=> e, |z[<R. (111.2.3)

n=0

Demostracion: Supondremos, primero, que existe una solucion del tipo (111.2.3), y

probaremos que converge.
n+1

Dado que B(z)u(z) = Z " Z B mCm, Alx)d(x) = Z " Z Ap_mi1men,
reemplazando (111.2.3) en (III 2 1) SZ obtiene, luego de definir B_

n+1
ZZL’ cn+2(n + 2)(n + 1 +Z Cm mAn m+1 T Bn m)] =0.
n=0 m=0

Por lo tanto, como el coeficiente de x" debe ser nulo,

_ZTL—H Cm[mAn m—+1 + Bn m]
(n+2)(n+1)

Crt2 , n>0, (111.2.4)

donde el segundo miembro depende de los coeficientes previos cy, . .., cp11. Se obtiene
asi una relacion recursiva que determina todos los coeficientes c, para n > 2 a partir de
los dos primeros ¢, c1. Por ejemplo,

A()Cl + B()CO
Cy = _T
c A101 -+ 2A002 —+ BlCo -+ B()Cl
3 = -
6
_ _CO(BI — A()Bo) + C1 (Al + BO — A%) ([I] 2 5)

Demostraremos ahora que esta serie converge para |x| < R. Sea t tal que 0 < |z| <t <

R. Como lim A,t" = lim,,_,o, B,t" = 0 (condicion necesaria de convergencia de las
n—oo

series (111.2.2)), 3 M > 0 tal que
|B,| < M/t", |A,| < M/t

Vn.
Por lo tanto,

MM e |t (m + 1)
t"(n+2)(n+1)

|Cnya| <
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II1.2 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ESPECIALES

Definiendo recursivamente los coeficientes no negativos

M S dyt™ (1 + 1)

m

t"n+2)(n+1)

dn+2 =

con dy = |co|, di = |c1], tenemos |c,,| < d,, ¥ n. Ademads,
n Mt(n +2)
dn+2 = dn-i-l )
ttn+2) (n+2)(n+1)
por lo que
n—o00 dn+1 |{E|n+1 t

lo que implica, por el criterio del cociente, que Y~ d,x, converge absolutamente si
|z| < t, es decir, ¥ |z| < R. Esto implica, a su vez, que Y, c,x, converge absoluta-
mente para |x| < R.

La solucion general puede, por lo tanto, escribirse como

u(z) = cour(x) + crus(x),

con uy la solucion para co = 1, ¢c; = 0y ug aquélla para co =0, ¢; = 1:

. @xQ i Bl - AOBOx3

ui(z) = 5 s +...,
A A + By — A2
us(z) = x—70x2—%x3+...

O

Obviamente, las mismas consideraciones rigen si los coeficientes son analiticos en un
entorno de un punto g, en cuyo caso A(x), B(x) y u(x) pueden expresarse como series
de potencias de (z — x() en ese entorno.

Ejemplo I11.2.1:

u’ — k*u =0
La solucion general es u(z) = ae*® + e = aq cosh(kz)+a; sinh(kz), con ag; = a+
/3. Podemos obtenerla con el método anterior (para A(x) = 0, B(x) = —k?), planteando

la serie (111.2.3). Se obtiene

> a enpa(n+2)(n+ 1) — Ke,] =0,

n=0

de donde

k2c, Ent2n)
i = =cp——,n>0. 11.2.6
e I e IR (111.2.6)
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Para ¢y = 1, ¢; = 0, la relacion recursiva se satisface si

n

¢n = —, npar, ¢, =0, nimpar,

que conduce a uy(x) = cosh(kx),ysic; =1, ¢ =0,

k.n

= n impar, ¢, =0, n par.

Cn
Esto permite obtener us(z) = sinh(kx). El teorema anterior implica la convergencia de
estas series V z € N.

II1.2.2. Desarrollo alrededor de puntos singulares regulares

Analizaremos, ahora, el caso en que los coeficientes de la ecuacion diferencial de
segundo orden no son analiticos en el punto alrededor del cual se propone un desarrollo en
serie para las soluciones pero satisfacen, en ese punto, condiciones menos restrictivas, que
detallaremos en las hipdtesis del teorema que sigue. Si esas condiciones se cumplen, se
dice que el problema de Sturm-Liouville tiene, en dicho punto, un punto singular regular.

Teorema I11.2.2 (Teorema de Frobenius-Fuchs): Dada la ecuacion diferencial u"+A(x)u'+
B(z)u = 0, si A(x) posee, a lo sumo, un polo simple en © = 0y B(z), a lo sumo, un polo
de orden 2 en x = 0, de modo que para 0 < |x| < R se cumple

00 A_l
A — Apr" = A+
() n;1 "= Ao+
> B, B,
B = B’I’L n = I— cee
(x) n:E_g T — + . +

entonces una de las soluciones linealmente independientes de la ecuacion (111.2.1) tiene,
para 0 < |z| < R, la forma de una serie generalizada de potencias

oo oo
up(x) = Z a,x" "t = a® Z anx" (111.2.7)
n=0 n=0

donde ag # 0y s es una de las raices de la ecuacion indicial

s(s—=1)+A1s+B,=0, (111.2.8)
o sea,
1- A, =+
s = Tlr r=+/(1—A_)2—4B_,. (111.2.9)

124



II1.2 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ESPECIALES

Si la diferencia r entre las dos raices de esta ecuacion no es entera, entonces la segunda
solucion de (111.2.1) es también una serie generalizada de potencias, con s la otra raiz de
(111.2.9). En cambio, si r es entero, la segunda solucion tiene la forma

uy(z) = Cuy(z) Inz + 2 Z byx", (111.2.10)
n=0

donde C' es una constante (que puede ser 0) y s’ es la otra raiz de (111.2.9), con Re[s'] <
Re[s]. Sir =0 (s = &), entonces C' # 0.

La necesidad de una serie generalizada de potencias puede comprenderse analizando
el comportamiento de la solucion para v — 0. Conservando solo los términos de mayor
orden en este limite, la ecuacion (111.2.1) se reduce a

//+ A—l / B—2

U u+—u=0, (1m1.2.11)
T

x
que es una ecuacion de Euler, con soluciones u(x) = cx® (y también z* In x para raices
multiples). Reemplazando esta solucion en (111.2.11) obtenemos

cx’ls(s—1)+A_1s+ By =0

que conduce, precisamente, a la ecuacion indicial (111.2.8). Si las dos raices de (111.2.9)
son distintas, las soluciones de (111.2.1) deben ser, pues, de la forma cx® para x cercano
al origen. Si las raices son iguales, la segunda solucion linealmente independiente de
(111.2.11) es z° Inz, por lo que la segunda solucion de (111.2.1) debe ser de esta forma
parax — Q.

La ecuacion indicial surge, de todos modos, al reemplazar (111.2.7) en (111.2.1). Ha-
ciendo esto btenemos

> 22 lan(nt8) (45— 1) tm(An_mo1(m+5)+By_m_2)] = 0.
n=0 m=0
La anulacién del coeficiente de 2 (n = () implica
ap[s(s — 1)+ A_1s+ B_o] =0

que conduce a la ecuacion indicial (111.2.8) al ser ag # 0. Luego, la anulacion del coefi-
ciente de x"*~2 para n > 1 nos permite obtener la relacion recursiva

Z;;lo am(An—m—l(m + 3) + Bn—m—2)

a, = -—
(n+s)(n+s—1)+A(n+s)+ B,
n—1
_ Zm:() am(An—m—l(m + 3) + Bn—m—2>’ n>1,
nn+2s+A_;—1) -
donde el segundo miembro depende de ay, ... ,a, 1. Comon+2s+ A 1 —1=n=xr,

esto es valido sin +r # 0, o sea, n — r # 0. Los problemas con una solucion del tipo
(111.2.7) pueden surgir, entonces, solo cuando r es entero y, en esas condiciones, para la

—=5+—, en cuyo caso la segunda solucion es de la forma (111.2.10).

raiz menor s =
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O

Problema sugerido I11.2.1: Muestre que el segundo término del miembro derecho en
(111.2.10), w(z) = us(x) — Cuy(x) In(z), satisface la ecuacion no homogénea

w" + A(z)w' + B(x) = —0[2%/1 + ul(A(x) — %)] (111.2.12)

y que la misma puede resolverse mediante el desarrollo en serie de potencias indicado
eligiendo C' adecuadamente.

Ejemplo II1.2.2: Consideraremos, en realidad, primero un contragjemplo:
u’ +u/zt =0. (111.2.13)

Esta ecuacion no es de la forma contemplada en el teorema I11.2.2, pues B(z) posee un
polo de orden 4. Puede verificarse que la solucion general de esta ecuacion es

u(z) = x[cy cos(1/x) + cosin(1/x)],

que no es de la forma (111.2.7) o (111.2.10), ya que posee una singularidad esencial en
x=0.

Notemos, sin embargo, que la solucion es de la forma (111.2.7) en z = 1/x (u(z) =
(c1 cos z+cy sin 2) /). En esta variable, la ecuacion (111.2.13) se convierte en u” +2u'/ 2+
u = 0, que es de la forma contemplada en el teorema II1.2.2, y la ecuacion indicial es
s(s — 1)+ 2s = 0, conraices s = —1 y s = 0, en acuerdo con el desarrollo en serie de

Veremos luego varios ejemplos muy importantes (Ecuacion de Bessel, entre otros).

A continuacion, utilizaremos también este teorema para determinar el comportamien-
to en los bordes en problemas de Sturm-Liouville singulares.

II1.2.3. Propiedades de las soluciones de los problemas de Sturm-
Liouville singulares

Los problemas de Sturm-Liouville para los cuales p(z) se anula en uno o mas puntos
del intervalo (conocidos como singulares) tienen como soluciones las llamadas funciones
especiales, de aparicion muy usual en Fisica. Tales soluciones tienen particularidades que
pueden resumirse como sigue:

Supongamos que

1. p(x) > 0en (a,b),

2. p(x) = (x —a)p(x), con p(a) > 0y () analitica en un entorno de a (de modo
que p(x) tiene un cero simple en = = a).
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3. ¢(z) tiene a lo sumo un polo simple en x = a, con residuo no negativo, de forma
que ¢(x) = ¥(x)/(xz — a), con ¥(a) > 0y (x) analitica en un entorno de a.

En esas condiciones, valen los tres lemas siguientes:

Lema II1.2.3 Sean y,(x) e y2(x) dos soluciones linealmente independientes de la ecua-
cion

d dy
Lyl = — — e =0 11.2.14
0= 4 o) 52| + atehy =0, (1.2.14)
Si y1(x) tiene limite finito para v — a, entonces ys(x) es divergente en ese mismo
punto.
Demostracion

Por la primera hipotesis, para x € (a,b) la ecuacion (111.2.14) equivale a
——y — —=<y=0. (111.2.15)

Si p(x) tiene un cero simple en x = a, para x — a tenemos p(x) = (r — a)p(a) +
Oz — a)* y /() = ¢(x) + (z — a)¢/(x) = B(a) + Oz — a).
Entonces p'(z)/p(x) = == + O(x — a) para x — a, por lo que el segundo término en
(111.2.15) tiene un polo simple en x = a, con residuo 1.

Por otro lado, el tercer término tendrd a lo sumo un polo de orden 2 en v = a, ya que

;1% = (p(xq)p((fla)z = (x_ra)2 + O((;a))pam r—a conr = @b(a)/gp(a) > 0.

Entonces, alrededor de x = a podemos considerar el desarrollo en serie de potencias
generalizadas para las soluciones de (111.2.14). El comportamiento de éstas para v — a
estara entonces completamente determinado por las raices de la ecuacion indicial, que
serd

s(s—1)+1—-r=0. (111.2.16)
Por lo tanto,
s=d4r, r>0. (111.2.17)
Para x — a, las soluciones correspondientes seran, entonces, de la forma
yi(z) = (z —a)V" (14 Oz — a), y(z) = (z—a) V(14 Oz — a)) (111.2.18)
sir >0, e
yi(z) =14+ 0(x —a), yo(x) =In(z —a)(1 +O(z — a)) (111.2.19)

sir = 0 (Si 2\/r es entero, ys(x) puede contener ademds un término proporcional a
y1(z) In(z — a), que no afecta el término dominante para x — a).
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Vemos entonces que, si v > 0, y,(x) se anula como (v — a)V™ para v — a, mientras
que yo(x) diverge como (x — a)™V". En cambio, si v = 0, y,(x) tiende a una constante
no nula para x — a, mientras que ys(x) tiene una divergencia logaritmica. En todos los
casos, pues, y1(x) permanece acotada para x — a, mientras que yo(x) diverge en este
limite.

O
Esta demostracion implica, ademas, el siguiente lema:

Lema II1.2.4 En las condiciones del lema anterior, si y,(a) # 0, ya(x) tiene una singu-
laridad logaritmica en x = a, mientras que si y,(x) tiene un cero de orden n en x = q,
yo () tiene un polo del mismo orden en ese punto.

Demostracion

Es consecuencia inmediata de (111.2.18)—(111.2.19).

O

Vemos, también, la necesidad de que r sea no negativo (¢)(a) > 0) para la validez
de ambos lemas.

Sir<0,s==+r= :l:z'\/m es imaginario. En este caso, las soluciones se compor-
tan para x — a como (z — a)i\/m y (z — a)_i\/m, es decir, como cos[y/]r|In(z — a)] y
sin[/|r]In(z — a)] (recordar que z* = €% = cos(alnx) + isin(aln ).

Por lo tanto, en este caso, ambas soluciones permanecen finitas! para x — a si x es
real, aunque, por cierto, no son analiticas en x = a. Para x — a, estas funciones oscilan
rapidamente y sus derivadas divergen, como es facil verificar.

Los dos lemas anteriores muestran que, si se tiene un problema de Sturm-Liouville que
se anula en algun o algunos puntos del intervalo considerado (p(a) = 0), el problema a
resolver sera, por ejemplo, Ly(z) = 0 en (a, b), cuya solucion general es y(x) = Ay, (x)+
Bys(z). Si se requiere que la solucion tenga sentido fisico, en las condiciones del lema
deberan imponerse dos condiciones:

1. Condicion de acotacion en el punto en que se anula p(z), i.e., |y(a)| < oo

2. Condicion de contorno de tipo Robin en z = b. Si p(a) = p(b) = 0, se impone, en
ambos extremos, la condicion de acotacion (como veremos, este es el caso para la
ecuacion de Legendre).

Un tercer lema es el siguiente:

Lema II1.2.5 En las condiciones de los lemas anteriores, la solucion acotada en xr = a
satisface
d
lim p(z)—yi(z) =0.
1t p(2) = (2)

En efecto, para x — a, p(x)y(x) se comporta como

p)yi(z) = (x — a)(x — a)" (V7 + Oz — a)) = (z — a)" (v + Oz — a))

que tiende a 0 para x — a, tanto para r > 0 como para r = 0.
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O

Por otro lado, si 7 < 0 no se cumple que p(z)y’(z) — 0 para z — a, como es facil
verificar.
Los tres lemas anteriores permiten demostrar el siguiente teorema

Teorema II1.2.6 El operador de Sturm-Liouville, con su dominio definido por la condi-
cion de acotacion en el punto donde se anula p(x), resulta autoadjunto.

Demostracion

Sea p(x) tal que p(a) > 0. Como en el caso en que p permanece no nulo en todo el
intervalo, los términos de borde restantes luego de integrar por partes son:

du
dx'®’

Las contribuciones de borde en x = b se anulan del modo usual, debido a las condi-
ciones de contorno de Robin homogéneas. Las contribuciones en v = a se anulan como
consecuencia del ultimo lema. Eso demuestra el cardcter autoadjunto.

(1, L) — (Lus,v) = —u(z)p() 2ols + (@)p(a)

O

Para terminar, sefialamos que, en estas condiciones, las propiedades espectrales que
hemos enunciado para el problema de Sturm-Liouville no singular (ver III.1.5)) siguen
siendo validas.

II1.2.4. Motivacion del estudio de funciones especiales: problema de
autovalores para el operador laplaciano en una bola tridi-
mensional

En muchos problemas de interés fisico es necesario encontrar la solucion de la ecua-
cion

—Au = Au,

donde A es el operador de Laplace, en una region con simetria esférica. Esta ecuacion,
escrita en coordenadas esféricas se reduce a

ror (T E) T 2o 0 <sm@%> T e 0 02 tAu=0, (11220

con0<r<r,0<p<2ry0<0<r?

%La regién en que hemos definido nuestro problema se denomina la bola tridimensional (B?) de radio
ro. Su borde es la esfera bidimensional del mismo radio. Por abuso de lenguaje, suele llamarse a nuestra
region de interés la esfera solida de radio r( y a su borde, la superficie esférica de igual radio.
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La ecuacion anterior puede resolverse utilizando el llamado método de separacion de
variables. Dicho método consiste en proponer, para la solucidn, una dependencia de la for-
ma u(r, 0, ) = R(r)Y (0, ¢). La validez de este método sera probada en la seccion V.6.
Hasta entonces, lo aplicaremos dando por cierta su validez. Reemplazando este “Ansatz”
en (111.2.20), se tiene

1 d 2 dR(T) 9 B 1
R(r) dr (T dr ) +ArR(r) = Y (6, 0) Do Y (0, 0), (111.2.21)
donde
1 0 o0 1 92
Bow = 7 in0 00 (Smeﬁ) Ry (111.2.22)

En la ecuacion (111.2.21), el miembro izquierdo s6lo depende de la variable r, mientras
el miembro derecho solo depende de las variables angulares. Para que la igualdad sea
valida para todos los valores de las variables es, entonces, necesario que ambos miembros
sean constantes. Llamaremos a esa constante /(o + 1).

I11.2.5. Ecuacion de Legendre

Empecemos por analizar la ecuacion resultante para la parte angular, es decir,
Np Y (0, 0)+ala+1)Y(0,p)=0. (111.2.23)

Supongamos, en primer lugar, que el problema a tratar tiene simetria azimutal, es
decir, Y (0, ¢) = Y (0), independiente de ¢. En ese caso, la ecuacion (111.2.23) se reduce

a
10 (. 0Y(0) -
con(0<d <.

El cambio de variable © = cos 6 ( sinl(G) Z = —(%) nos conduce, llamando Y (6) =
u(x), a la ecuacion
(1 -2 —22v +a(a+1)u=0, con —-1<z<1. (111.2.24)

Esta ultima ecuacion puede escribirse, también, en la forma de Sturm-Liouville
(1= 2*)u] +ala+1)u=0. (111.2.25)

Notese que, en este caso, p(z) se anula en ambos extremos del intervalo de varia-
cion de la variable z y, de acuerdo con lo estudiado anteriormente, debemos imponer la
condicion de acotacion de las soluciones en ambos (x = +1).

La ecuacién de Sturm-Liouville a considerar corresponde a A(z) = =%, B(x) =
a(a+1)
1—22 >

ambos analiticos para |z| < 1.
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Como a(a + 1) = (o + 1/2)? — 1/4, es suficiente considerar Re[a] > —1/2. Propo-
niendo para la solucion un desarrollo en serie como el de la ecuacion (111.2.3) se obtiene

> a™{enp2(n+2)(n+1) = cafn(n — 1)+ 2n — ala + 1))} =0,

n=0
de donde

nn+1) —ala+1) n+a+1)(a—n)

o T T ) D)

Para ¢c; = 0y ¢y # 0, se obtiene la solucion par, para la cual ¢g,,1 =0y

ala+1) . :ca(a—Q)(OH—l)(oH—B)
T Al

Cy = —(Cp

mientras que para ¢o = 0y ¢; # 0, se obtiene la solucion impar, en la cual co, =0y

(a—1)(a+2) e (= 1)(a—=3)(a+2)(a+4)
3! P 5! T

C3 = —C(Cp

Dado que |¢,42/¢n| — 1 paran — oo, el radio de convergencia de la serie resultante es 1.
Puede verse que la solucion no es, en general, acotada para x € (—1,1) (Ju(x)| — oo en
al menos uno de los bordes). Pero, como ya hemos visto, buscamos soluciones acotadas en
ambos extremos. Y eso so6lo ocurre si « = [, con [ entero positivo, en cuyo caso ¢; 4o = 0.
Esto implica que la solucion con la misma paridad de [ se convierte en un polinomio de
grado 1, que se denomina Polinomio de Legendre. En tal caso, los coeficientes no nulos
del polinomio estan dados por

(=1)™(1)2(1 + 2n)!
lo —n)!(lo +n)l(2n +9)!”

CQn-‘ri:Cil!( ZZO,l,’)’L:O,...,ZQ,

donde Iy = [I/2] (] | denota parte entera) e @ = 0 corresponde a la solucioén par para
[ par, 7 = 1 a la solucién impar para [ impar. Los polinomios de Legendre se definen
exactamente como la solucién para los coeficientes iniciales ¢; = (—1)21!/[(l5!)?2!77],
1 = 0,1, y pueden por lo tanto escribirse como (llamando £ =I5 — n)

Ln (“DR21=2k)!

Pl(m) =5 X
2 2 Tl(I — R)I(I — 2k)!
Dado que % 2k = 22k g (1 — k)! = 11/(%), pueden reescribirse como
L d' kyooe _ LAy
Pi(e) = gam 2 (FUG)e™ " = g (@ = 1) (111.2.26)
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(Férmula de Rodrigues). Algunos ejemplos son

Po(l’) = 1 PQ(ZL’):
P(x) = = P(z)=

(32% — 1)
(52° — 3z). (111.2.27)

= N | =

Los Polinomios de Legendre satisfacen las relaciones

1
2
A1) =1. / Fia) Po(a)d = b

IP(z) =2l —1)zP_1(x) — (I = 1)P_s(x), | >2.

Cabe destacar, entonces, que soluciones acotadas de la ecuacion (111.2.24) para = €
(—=1,1) y & > —1/2 se obtienen unicamente cuando o = [, entero, y, en ese caso, para
la solucioén con la misma paridad de [, la cual es un polinomio proporcional al Polino-
mio de Legendre (111.2.26). Por ejemplo, puede verificar el lector que, para = 0, un
par de soluciones linealmente independientes de (111.2.24) esta dado por Py(z) = 1y
Qo(z) = %ln }’_L—i, siendo (Qy(z) la solucion impar, que diverge para x — +1, tal como
se demostro en el lema I11.2.4.

Tanto los polinomios de Legendre P,(z) como el par de soluciones linealmente in-
dependientes {P,(z),Q.(z)} de (111.2.24) para « general (denominadas funciones de
Legendre de primera y segunda especie) estan directamente incorporados en la mayoria
de los programas de computo analitico (por ejemplo [11]). Sus propiedades pueden en-
contrarse, también, en [14], [15] y [16].
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f(x)

, Oo(x)
‘ Py(x)

O (x)

1 P5(x)

-2

0s(x)

P3(x)

Figura 17: Graficas de las soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Le-
gendre P, (z) y Qu(x),paracv =0, 1,2,3,1/2y3/2,yz € (—1,1).
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I11.2.6. Ecuacion asociada de Legendre y armonicos esféricos

Volvamos, ahora, al caso mas general para la dependencia angular del problema con
simetria esférica (ecuacion (111.2.23)), en que si existe dependencia en el &ngulo azimutal
¢, con la condicion de acotacion en la variable 6 y, ademas, Y (0, ¢ = 0) = Y (0, ¢ = 2m)
y0,Y (0,0 =0)=0,Y (0, = 2m). Esta tiltima condicion (periodicidad en ¢) garantiza
que las soluciones sean univaluadas. Explicitamente, tendremos

1 o0 (. 0Y(0, ) 1 0%Y(0,¢)
— 0
sin 6 00 (sm a0 T O¢?
Una vez mas, podemos proponer una solucion en variables separadas, es decir, Y (0, ¢) =
©(0)®(p). De reemplazar este “Ansatz” en la ecuacion anterior resulta
) d (. ,dO(0)\  O(0) ¢*D(y)
— 0 1)O0)P(¢) =0
Sind df (Sm i ) " snte ape Telat Lol
0, equivalentemente,
sind d (. ,dO(6) . 1 d*®(p)
— 0——— 1)sin?f = ——— :
() 0 (sm 7 )+a(a+ ) sin 5(;)
Como ya comentamos, esta igualdad s6lo puede satisfacerse para todos los valores de

0y o si ambos miembros son iguales a una constante, que llamaremos ~.
La ecuacién que involucra la variable azimutal serd, entonces,

d*®(p)
— —vP(p) =0
i (p)=0,
cuya solucion general es de la forma

O (p) = Asin/yp + Bcos/vp.
La condicién de periodicidad exige que /7 = m, m € Z* + {0}, por lo que v = m?.
Volviendo ahora a la ecuacion diferencial en la variable 6 tendremos
inf d doe(o
(S;(le) 0 (sin Qd—é)) +a(a+1)sin*0 —m? =0.
El mismo cambio de variable que utilizamos en el caso con simetria azimutal conduce,
en el caso presente, a la ecuacion

+ala+1)Y(0,p) =0. (111.2.28)

2
(1 —2®)u" — 22u’ + {a(a +1)— : m 2} u=0, (111.2.29)
T

llamada ecuacion asociada de Legendre. Esta ecuacion puede, también, escribirse

(1 — 22)u] + {a(a Ly ] u=0,

sin” 6
que se reduce a la ecuacion de Legendre (111.2.25) para m = 0.
Sin perder generalidad podemos tomar Re[a] > —1/2. Es conveniente realizar el
cambio de variable u = (1 — 22)"™/?w. Se obtiene entonces la ecuacién

(1—a2*)w” —2(m+ Daw' + [a(a+1) —m(m+ 1)Jw =0. (111.2.30)
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Proponiendo una serie de potencias para w, se obtiene

n(n—1)+C2n+m)(m+1) —ala+1)
(n+2)(n+1)
m+a+1+m)(ao—m—n)

= —c, SRS ) (111.2.31)

Chy2 = Cp

Si o« —m = k, con k entero positivo, cxo = 0y la solucidn con la misma paridad de k es
un polinomio de grado k. Estas son las tinicas soluciones acotadas de (111.2.30) en (—1, 1).
En el caso usual, m es entero, y soluciones acotadas de (111.2.30) existiran entonces s6lo
para @ = [ > m, con [ entero positivo. La solucién con la misma paridad de [ — m
sera entonces un polinomio de grado [ — m.

Si bien podemos obtener dichos polinomios por medio de (111.2.31), es facil ver que
si u(x) es solucion de la ecuacion de Legendre (111.2.24), entonces su derivada emésima
u(™) () satisface la ecuacion (111.2.30):

(1 —2H)ul™ = 2(m + Dau™ + [a(a + 1) — m(m + 1)Ju™ = 0.

Por lo tanto, para m entero positivo, las soluciones de (111.2.29) son de la forma (1 —
22)™/24™) (1), con u(x) solucién de (111.2.24). Para o y m entero, con a = [ > m,
obtenemos asi las denominadas funciones asociadas de Legendre, definidas por

dm
P'(z) = (=)"(1 =)D P(x), 0<m <1,
mm
que son polinomios (de grado /) s6lo para m entero y que constituyen las Unicas solucio-
nes acotadas de (111.2.29) en (—1, 1). Se define también

Pra) = (-1

verificandose

[ rr@rr@dae = a2 [ @@ = -1
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f(x) f(x)

01(x)

Figura 18: Izquierda: Graficas de las funciones asociadas de Legendre P?(z) = 3(1—1x?),
P}(z) = —3zv/1—22, P)(x) = (32? — 1)/2. Derecha: Las dos soluciones lineal-
mente independientes de (11.2.29) param = | = 1, Pl(z) = —V/1—122%, Q}(z) =
V1—2?[3In 72 — 5]

T2

Notemos que las soluciones de la ecuacion angular (111.2.28), para un dado valor de [,
tienen la forma P/ (cos 6) cos my o P"(cos 6) sin my. Es convencion usual permitir va-
lores negativos de m, asignando valores negativos de m a las autofunciones que contienen
la funcioén cos my y valores de m positivos a las que contienen sin mp. Asi, por ejemplo,

Y20, ) = BY(cos0) = Pi(cos )
Y, 76, ¢) = B (cosB) cos ke
Y/*(0,¢) = Pl (cos ) sinky

parak =1,2,..., [
Se conoce a estas funciones como armonicos esféricos. La solucion general, para [

dado, esta dada por
!
YZ - Z Cl,myzm(97 gp) .

m=—I

Es interesante estudiar el comportamiento de los armonicos esféricos sobre la esfera
52, borde de la bola tridimensional. Para eso, demostraremos el siguiente

Teorema I11.2.7 (Ceros de los polinomios de Legendre y de sus derivadas): P,(x) tiene
[ ceros en (—1,1) y Cilm,fl, con m < [ tiene | — m ceros en el mismo intervalo abierto.
Ademds, esta ultima no se anula en los extremos del intervalo.

Demostracion
Recordemos que, segun la formula de Rodrigues, P/(x) = ll Lo (2% — 1) = o d‘i,w(x)
Paral = 0 el resultado es evidente. Consideremos, entonces, w(x ) (22 —1) conl > 1.

w se anula en los extremos. Por el teorema sobre el cero de la derivada, su derivada tiene
al menos un cero en el intervalo abierto. Ademas, esta ultima también se anula en los
extremos si | > 1. En este ultimo caso, la derivada segunda de w tiene, al menos, dos
ceros en el abierto y, si | > 2, se anula en los extremos. Continuando este razonamiento,
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-3 “
S

Figura 19: Signos de los armonicos esféricos.

se concluye que si la derivada l-ésima de w tiene al menos | ceros en (—1,1), y dado
que, ademds, se trata de un polinomio de grado 1, debe tener exactamente | ceros. Esto
demuestra que P, tiene | ceros en (—1,1).

Para demostrar la segunda parte del teorema, observemos que P,(xr) no se anula
en ninguno de los extremos del intervalo. Por el teorema sobre el cero de la derivada,
su derivada tiene, al menos, | — 1 ceros (va que entre dos ceros del polinomio hay, al
menos, uno de su derivada. Pero, dado que se trata de un polinomio de grado | — 1, tiene
exactamente | — 1 ceros en el abiertdo. ;ldemds, no se anula en los extremos. Continuando

Py

este razonamiento concluimos que 1, m < [ tiene [ —m ceros en (—1, 1).

O

Demostrado este teorema, podemos establecer en qué regiones de S? se anula
o d™ Py(x) cosme
Y0, ¢) = sin™ 0 Lt | _cosn sinm
por su parte, cos my (0 sin me) se anulan en my = (k+ %)77 (o km) con k < 2m, es decir,
en 2m meridianos. Finalmente, como acabamos de ver, % se anula en [ — m paralelos.
La esfera queda, asi, dividida en parcelas. En cada una de esas parcelas, Y, (6, ¢) tiene
signo constante y cambia de signo al pasar a una parcela adyacente, como muestra la
Figura 19.

. En primer lugar, sin 6 se anula en los polos;

I11.2.7. Ecuacion de Bessel, funciones de Bessel y funcion Gamma

Volviendo a nuestro ejemplo del calculo de autovalores para el operador laplaciano en
la bola tridimensional, recordamos que nos queda por resolver la ecuacién (111.2.21) en lo
que concierne a la funcidén que contiene la dependencia radial. Dicha ecuacion esta dada
por

d%" (rzd}jl—?(f)) + (Ar* —a(a+ 1)) R(r) = 0.
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Definiendo v = a(a + 1) + 1,z = VAry u = /TR, la ecuacion anterior puede

llevarse a la forma
2

/
(1= LDyu=o0. (111.2.32)
xr X

Esta es la ecuacion de Bessel de orden v, que estudiaremos a continuacion. Notar que
la solucion a nuestro problema estara dada por R(r) = r~2u(v/Ar), que se conoce como
funcion de Bessel esférica. Ademas del problema que usamos para motivar su estudio, la
ecuacion de Bessel surge naturalmente al resolver problemas con simetria cilindrica, de
alli la importancia de estudiar sus soluciones.

La ecuacién (111.2.32) es de la forma contemplada en el teorema I11.2.2. Aplicando
dicho resultado obtenemos, definiendo a_3 = a_; = 0,

Zx5+”_2[an[(n +s)n+s—1)+ (n+s)— v +a,9] =0.

n=0
Para n = 0, se obtiene ag[s(s — 1) + s — v?] = 0, que conduce a la ecuacion indicial
s? — 1% =0, es decir,

s==xv.
Se obtiene, entonces, a; = 0. Paran > 2,
an—2 An—2
ap = — =— :
(n+s)? —v? n(n + 2s)

Si s = v, con Re(v) > 0, esto implica

Ao, 1 (=1)" 122 (p — D)IT(n + v)

Ao  An(n+v) (=122 t2pIT(n4+v+1)

Hemos utilizado aqui la funcion Gamma definida, para x > 0, por

[(x) = / e dt
0
Esta funcion satisface, para z > 1, la relacién
[(z)=(x—1)I'(z—1)

(esto puede verse integrando por partes). Ademas, I'(1) = 1, I'(1/2) = /7. Se obtiene
entonces, para x natural o semientero positivo,

1 V7 (2n)!
Para z — +o0,
D(z+1) = V2re 2221 + O(z7Y)], (111.2.33)

lo cual determina el comportamiento de n! para n grande. La definicion anterior es tam-
bién valida para x = z complejo si Re[z] > 0. Para z complejo arbitrario, I'(2) se define
por continuacion analitica, siendo analitica en todo el plano complejo, excepto en los en-
teros negativos o en z = 0, donde posee polos simples (Zl_i>mn(z +n)'(z) = (=1)"/n)).

Se verifica, ademas, que I'(—v)T'(v 4 1) sin(vw) = —.
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La relacion de recurrencia se satisface, entonces, si

ey
22wl (n+v+1)

Qop =

Para ¢ = 277 se obtiene asi la funcion de Bessel

. —1)" T\vton
Tolz) = ; n!r(fz +)u 1) ST

llamada también funcion de Bessel de primera especie, que es una de las soluciones de
(111.2.32). Aplicando el criterio del cociente puede verse facilmente que la serie converge
Vo e Rox € C.Sivno es entero, la otra solucion linealmente independiente de
(11r.2.32) es

S (=" x
J_ ) = d 7V+2n.
(%) RZ:(Jn!F(n—V+1)(2)
Siv > 0 es entero, la relacion de recurrencia para s = —v no puede prolongarse para n >
v,y el procedimiento anterior no es valido para obtener la segunda solucion linealmente
independiente (para n > 0 entero, J_,(z) = lim J,(z) = (—1)"J,(x)). Se utiliza
vV——n
entonces, como segunda solucidn, la funcion

cos(vm)d,(x) — J_,(7)

sin(vm)

Yu(x) - )
denominada funcién de Bessel de segunda especie o funcion de Neumann o Weber.
La ventaja es que el limite de Y, (z) para v — n, con n > 0 entero, proporciona la
otra solucion linealmente independiente de (111.2.32), que es de la forma J,(z) In(x) +
x> bya”. La forma explicita de Y, (x), asi como otras propiedades y funciones
asociadas, se presentan en la pagina siguiente.

Para v semientero, J,(z) e Y, (z) pueden expresarse en términos de senos y cosenos.

Por ejemplo, es facil ver que Jy jo(x) = |/ 2E3BL Y] () = —,/22%L En general,

Traple) = (N ()
Vonplr) = =T (=) (%),

SR -Du=o. (111.2.34)
e xr
€S
u(x) = AJ,(kx) + BY, (kx) (111.2.35)

El numero & puede ser real o complejo. Para k = i, las funciones J, (iz), Y, (iz) son com-
binaciones lineales de las denominadas funciones de Bessel modificadas I,(x), K, (x)
(véase pag. siguiente y [14], [15], [16]).
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Funciones de Bessel: Resumen

M =GPy =y

p— n+v+1)
Y,(2) — COS(VW);?;((?W; J_(2) we 2)
) =t -Cry (‘”"[2‘/;(!’811 ﬁgf‘b 02,

I’ (m+1)
T'(m)

con ¢(m) = (I'(x) denota la funcion Gamma) y la Gltima suma presente solo

para v # 0.

Las funciones J,(kx) e Y, (kx) son soluciones de la ec. diferencial

Formulas asintéticas para |z| > 1:

J,(2) =~ \/gcos[z —(v+ %)z], Y, (2) ~ \/gsin[z —(v+ %)g] :

Funciones de Hankel (o funciones de Bessel de 3¢ especie):

HM(2) = J,(2) £iY,(2).

H,(2)'2 = /leiz‘[z—(zﬂr%)g].
TZ

Funciones de Bessel modificadas:

L(2) =i T, (i2), K,(z)= wlguy(z’z) Y, (i)

I,(kz)y K,(kz) son soluciones de la ec. diferencial

Para |z| > 1,

/ 2

" U 2 v _
Para |z| > 1,
e? T
I,(z) ~ , K, (2)~,/—e*
(2) ores (2) P
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Figura 20: Graficos de las primeras funciones de Bessel J,,, Y,,, K, e [,.
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II1.2.8. Otras funciones especiales de utilidad en Fisica

Funcion Hipergeométrica confluente

Consideremos la ecuacion
zu” 4+ (b—2)u' — au =0, (111.2.36)

que surge en muchos problemas de Mecanica Cuantica al resolver la ecuacion de Schrédin-
ger unidimensional. Las raices de la ecuacion indicial s(s — 1) + bs = 0son s = 0y
s = 1 — b. Por lo tanto, si b no es 0 o entero negativo, una de las soluciones es una serie
de potencias u(x) = >~ c,z", con

n+a
n+1)(n + b)

Cp+1 = Cn(

y ¢o # 0. Para ¢y = 1 se obtiene asi la solucion

ala+1) 2
2!0(b+1)

_ TP~ Tlntd
= Z ST (111.2.37)

ui(z) = Fla,b,z] = 1+%a:—|—

n=0

que se denomina funcion hipergeométrica confluente. Converge V x (como resulta claro a
partir de (111.2.36)). Para a = —n, con n entero positivo, se reduce a un polinomio de grado
n. En particular, los polinomios de Laguerre generalizados se definen, para 0 < m < n,
como
m m_ (n))?

LMx] = (-1) mF[—(n —m),m+ 1,z
y surgen al resolver la ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrégeno. Para m = 0
se denominan, simplemente, polinomios de Laguerre.

Es facil ver que, si b no es entero, la otra solucién linealmente independiente de
(111.2.36) es

ug(r) = ' °Fla —b+1,2 — b, x],

1-b

ya que, si se sustituye u = ="' ~"w, se obtiene para w la ecuacioén

zw"+2-b—x)w' —(a—b+ 1)w =0,

que es de la forma (111.2.36) conb — 2 —b,a — a — b+ 1.
Parax — coya # —n, Fla,b,z] ~ g[[z}} e®2%%. La funcién Fa, b, ] estd también
directamente incorporada a la mayoria de los programas de calculo analitico (por ej. [11]),

y sus propiedades pueden encontrarse en [14], [15], [16].

Funciéon Hipergeométrica
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Consideremos, ahora, la ecuacion
(1l —2)u" + [b— (a1 + ag + 1)x]u’ — ayau = 0. (111.2.38)

Las raices de la ecuacion indicial s(s — 1) 4+ bs = 0 son, nuevamente, s =0y s = 1 — b.
Por lo tanto, si b no es 0 o entero negativo, una de las soluciones es una serie de potencias

u(z) = >, cpx™, con

n(n—1+a1+a2+1)+a1a2
(n+1)(n+b)

. (n+ay)(n+ as)

" (n+1)(n+0b)

Cnr1 = Cn

y c¢o # 0. Para ¢y = 1 se obtiene asi la solucion

Uq (l') = F[ala ag, b7 Jf]
alan al(al -+ 1)@2(@2 + 1)1'2 T
10 20b(b+ 1)

1+

o0

I
_ Z ntalllntag . (111.2.39)
[aq]T[as] n!l'[n + b

n=

que se denomina funcion hipergeométrica. Converge para || < 1 (como es obvio a partir
de la ecuacidn) y es simétrica con respecto a a; y as. Si a; = —n (0 a; = —n), con
n entero positivo, se reduce a un polinomio de grado n. En particular, los polinomios de
Jacobi se definen como

Cla+n+ 1]

PyP(z) =
v @) = a1 1]

Fl-n,a+B+n+1a+1,(1—1)/2].
Para o = 8 = 0 se reducen a los polinomios de Legendre, vistos anteriormente.
Es facil ver que si b no es entero, la otra solucion linealmente independiente de
(111.2.38) es
us(z) = 2P Flag — b+ 1,01 — b+ 1,2 — b, ]

ya que, si se sustituye u = x'~%w, se obtiene para w una ecuacién del tipo (111.2.38) con
a; = ay—b+1,a3 - a; —b+1yb— 2—b. Esta funcion y sus propiedades estan
también incorporadas a los programas de calculo analitico (por ejemplo [11]) y aparecen

en las tablas [14], [15], [16].

II1.2.9. Desarrollos en series de autofunciones de L (funciones espe-
ciales)

1) Serie de Polinomios de Legendre
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Retornemos a la ecuacion de Legendre, escrita ahora en la forma
—((1 = 2*)u) =M, ze€[-1,1]. (111.2.40)

Esta ecuacion puede verse como la ecuacion de autovalores de un operador de Sturm-
Liouville, con p(z) = 1 —2? = (1+x)(1 —x) y ¢(x) = 0. En este caso, p(r) posee ceros

simples en z = 1 y x = —1 por lo que imponemos como condicién de contorno que u(z)
permanezca acotada en ambos bordes (r = £1). Como vimos antes, esto ocurre solo si
a=1Il+1),conl =0,1,...(lo que determina los autovalores), y, en tal caso, para la

solucién con la misma paridad de [, que es un polinomio de Legendre:
u(z) = P(z), A\=1(1+1), [=0,1,....

Los polinomios de Legendre forman, pues, una base completa ortogonal en [—1, 1]. Po-
demos desarrollar, entonces, una funcion en dicho intervalo como

x) = chPl(a:), x € [-1,1],

con (recordar que f_ll P?(x)dx =2/(2l + 1))

2l+1
/f \Pi(a

Notemos que las raices de la ecuacion indicial en = +1 son ambas 0. Esto implica que
la solucion no acotada de (111.2.40) tendra una divergencia logaritmica en el extremo.

2) Serie de Polinomios asociados de Legendre

Consideremos, ahora,

m2

1 — 22

Esta ecuacion puede verse como la ecuacion de autovalores de un operador de Sturm-
Liouville, con p(x) = (1 — 2?) y q(x) = m?/(1 — x?). En este caso, ¢(x) posee polos
simplesenx = 1y enz = —1, y es positiva para x € (—1,1). La condicion de contorno
a imponer es, nuevamente, que la autofuncion permanezca acotadaen x = 1y z = —1.
Como vimos en II1.2.6, esto implica, para m > 0 entero, que [ = m,m +1,m+ 2,...,
con [ entero, en cuyo caso u(z) es el polinomio generalizado de Legendre:

—((1 = 2*)u') + u=Mu, xe[-1,1].

u(z) =P"(z), A=Il1+1), I=mm+1m+2,....

Podemos desarrollar, entonces, una funcion en [—1, 1] también como

= chle(m), e [-1,1],

l=m
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con

3) Serie de Bessel

La ecuacion de Bessel u” + v’ /z + (k* — v?/2?)u = 0 puede escribirse como

2
—(zu') + Vo= Az, (111.2.41)
T
con A = k2, que corresponde a la ecuacion de autovalores de un operador de Sturm-
Liouville con p(x) = x, q¢(x) = v/x y p(xr) = x. Esta ecuacidn, con z = r, surge, por
ejemplo, al resolver
—Aw(r,0) = Aw(r,0)

2 2 . .y .
con A = % + %% + 7%2%, el laplaciano en coordenadas polares, en una region circular
(ap <7 < a,0 <6 < ), para soluciones de la forma w(r, ) = u(r)e™?. Supondremos
v real

Consideremos primero z € [0, a]. Como p posee un cero simple en x = 0, la condicién
de contorno en z = 0 debe ser |u(0)| < oco. En # = a supondremos la condicion de
Dirichlet u(a) = 0, aunque para otras condiciones de contorno locales el procedimiento
es similar. La solucion general de (111.2.41) es

u(z) = AJ,(VAz) + BY, (Vx).
La condicion |u(0)| < oo implica B = 0, mientras que la condicion u(a) = 0 implica
J,(Vxa) = 0,

o0 sea,

Via=k, n=1,2 ... con J,(k)=0.

Aqui, kY son las raices de J,(z), que forman un conjunto numerable de numeros reales.
Los autovalores y autofunciones correspondientes son entonces

A= (K2 /a)?, un(x) = J, (K x/a), (111.2.42)

siendo las autofunciones ortogonales con respecto al producto interno (u, v), = [ u(z)v(x)zdz,

: 0
es decir,
/ J(kXx/a)J, (k" x/a)xde = 6,m N2,
0
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donde

n

a 2
N2 = / T2k 2 /a)rdr = %J'i(kg). (111.2.43)
0

En efecto, multiplicando (111.2.41) por —2xu’ obtenemos 2[(zu) zu'+(Ax* —v?)un/] = 0,
de donde [(zu/)? + (A2 — v*)u?] = 2 zu? y

9 B (zu')? + (Az? — v?)u?
/u (x)xdr = ) .

Por lo tanto, si u(z) = J,(kx),

/a J2(VAz)zdr = %2[J’i(\/Xa) +(1- %)Jﬁ(ﬁa],

0

que conduce al resultado (111.2.43) para A = (k“ /a)?.

El conjunto de autofunciones {.J,,(kXx/a), n = 1,2,..., } es completo en [0, a] por
ser L autoadjunto con las presentes condiciones de contorno. Entonces, para = € [0,a] ,
podemos desarrollar una funcién f que satisfaga dichas condiciones como

ch (krx/a),

donde senalamos que la suma es sobre 7 y no v, con

Cp = a2j’2 ™ / flz)J,(kyz/a)zdr .
Por ejemplo, los primeros ceros de Jy(z) son
K ~ 2,405 = 0,7657, ky ~ 5,52 = 1,767, kI ~ 8,65 = 2,757,

con k) ~ (n — 1) para n grande, en virtud de las formulas asintoticas para Jy(z).

Para una condicion de contorno de Neumann en x = a (u/(a) = 0), el tratamiento es
similar, pero tendremos que utilizar los ceros de J/ (z).

En el caso de un anillo 0 < a < z < b, con condiciones de contorno de Dirichlet
u(a) = u(b) = 0, la solucion general de (111.2.41) sera

u(z) = A[J,(VAz) + aY,(VAz)).

Tanto los autovalores \,, como los coeficientes «,, que determinan las autofunciones de-
ben obtenerse a partir de las ecuaciones u(a) = 0, u(b) = 0.

Problema sugerido I11.2.2: i) Mostrar que la ecuacion
u’ +2u' fx+ (K> =11+ 1)/2*)u =0,
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Jo(k° x) Ji(k x)
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0 X
. 0.2 0. 0.8 1.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
. 1/2 . 2
Ji2 (e, x) J32ky>*x)
2
1
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0.2 0.4 z s 1.0
-1

Figura 21: Graficas de las primeras tres autofunciones (111.2.42) (arriba, funciones de
Bessel) y (111.2.44) (abajo, funciones de Bessel esféricas), parav = 0,1y [ = 0, 1 respec-
tivamente.

con 0 < z < a, u(a) = 0, corresponde al problema de autovalores de Sturm-Liouville
(2*u) =1l + V)u = 2°\u,

con A = k2.

i1) Mostrar que los autovalores y autofunciones son

1

)\n = (k2+1/2>2/a27 un(x) = ]n(x) = leJrl/Z(kfzx/&) ) (111'2‘44)

%

+1/2 ’
con k572 1as raices de Jiy1/2(2).
ii1) Plantear el desarrollo en serie correspondiente y dar una expresion para los coeficien-
tes del mismo.
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MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ESPECIALES
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Capitulo IV

Serie y Transformada de Fourier

149






IV.1 SERIE DE FOURIER

IV.1. Serie de Fourier

Como hemos visto en la seccion III.1.5, cada operador de Sturm-Liouville con su
dominio definido por ciertas condiciones de contorno determina un desarrollo para una
dada funcién f en serie de autofunciones dentro de un cierto intervalo. Para L. = —% y
p(x) = 1, la serie correspondiente se denomina, en general, serie trigonométrica o serie de
Fourier, y la estudiaremos aqui en detalle. Analizaremos, primero, la base proporcionada
por las autofunciones periodicas de L en [—, ], de la cual pueden derivarse los demas
casos.

Las autofunciones correspondientes a tal operador de Sturm-Liouville, caso particular,
con a = 7, de las ya obtenidas en el ejemplo (I1.7.4), son de la forma:

wl(@) =C;  unlz) = {

La propiedad fundamental 2) en la misma seccidon asegura la convergencia absoluta
y uniforme del desarrollo en estas autofunciones para funciones con derivada segunda
que satisfacen las condiciones de contorno periddicas en [—, 7]; pero el desarrollo es
aplicable también a funciones mas generales, como discutiremos mas adelante en esta
seccion.

Asin (nx)

Bcos (n) n=1,..00. (1v.1.1)

IV.1.1. Coeficientes de Fourier

Supongamos, primero, que tal desarrollo es convergente a f(x):

f(z) = %ao + i[an cos(nzx) + by, sin(nx)], Vo € (—m, 7). (1v.1.2)

n=1

En primer lugar, suponiendo valida la expansion (1v.1.2), los coeficientes a,,, b,, pue-
den determinarse haciendo uso de la ortogonalidad (y la norma) de las funciones cos(nz)
y sin(nx), discutida anteriormente. Por ejemplo, integrando ambos lados de (1v.1.2) entre
—m y 7, tendremos

/7T dx f(x) = mag . (1v.1.3)

Notemos que 1ag = f = 5= [ f(z)dz es el valor medio de f en [—m, ).
Para calcular a,, n # 0, multiplicamos ambos miembros de (1v.1.2) por cos (kx),
k # 0, e integramos entre —7 y m, de donde resulta

1 s

ak:—/ dx f(z)cos (kz), k=1,...,00. (1v.1.4)
™ —T

Similarmente, multiplicando por sin(kx), k # 0, e integrando:

bk:%/7r dx f(z)sin (kz), k=1,...,00. (1v.1.5)

—T
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IV.1 SERIE DE FOURIER

Los coeficientes asi determinados se denominan coeficientes de Fourier. La serie re-
sultante estd dada por

flz) = % /7r f(z)dx + % Z /7r dx' f(z") [cos (nx) cos (na')

+ sin (nz)sin (n2')] , (1v.1.6)

que puede escribirse en forma mas compacta como
R [
— - dz' f(2) cos —a v.1.7
0 =7+ 23 [ @)t -, (v.1.7)

donde es el valor promedio de la funcién f(x) en el intervalo.

IV.1.2. Teoremas de Fourier sobre convergencia puntual

Segun se adelantd, estudiaremos ahora condiciones mas débiles para la convergencia
de la serie de Fourier, contenidas en dos teoremas, también conocidos como teoremas de
Fourier. Para poder demostrarlos, necesitaremos demostrar antes el siguiente lema:

Lema IV.1.1 (de Riemann-Lebesgue) Si g es continua en |a, b salvo, a lo sumo, en un
numero finito de puntos en los que permanece acotada, entonces

b
lim [ g(z)sin(sz + a)dz = 0. (1v.1.8)

§—00 a

Demostracion Si g es derivable en [a,b], la demostracion es inmediata. En efecto,
integrando por partes,

/aZ(x) sin(sz + a)dz = — /:g@)% [w} e —

S
b

b
+ / gtz ta) (1v.19)

S

_ o) cos(sz + )

S

expresion que tiende a 0 para s — oo. El mismo razonamiento es valido si g es deri-
vable salvo en un numero finito de puntos, siempre y cuando existan (y sean finitas) las
derivadas laterales.

Si g es sélo continua en [a,b], sea (rg = a,x1,...,x, = b) una particion de |a, b),
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IV.1 SERIE DE FOURIER

conz; —x;_1 = (b — a)/n. Entonces,

|/ )sin(sx 4+ «)dx| = |Z/ )sin(sx + «)dx|
- |Z{g nf

M [ e

sin(sz + a)dx —1—/06 [(g(z)—g(x;)] sin(sz + a)dz}]

-1

i=1
2Mn
<
s

+ M, (b—a), (1v.1.10)

donde M es el mdaximo de g en [a,b], m; el mdximo de |g(x) — g(x;)| en [z;_1,2;] y M,
el maximo de los m;. Por lo tanto,

h’m]/ )sin(sz)|dx < M, (b— a),
5§—00

pero M, puede hacerse tan chico como se desee al aumentar n por ser g continua
(lim M, = 0). Lo mismo ocurre si reemplazamos sin(sx + «) por cos(sx + «). Esto
n—oo

demuestra el lema aun si g(x) no es derivable en ningiin punto.
Finalmente, si g es discontinua solo en un numero finito de puntos en los que perma-
nece acotada, podemos separar estos puntos x. mediante integrales
Tete . . .
fzc_g g(x)sin(sz 4+ «) dzx, que tienden a 0 para € — 0 por ser g acotada, y repetir el
razonamiento anterior en los intervalos restantes, donde es continua.

O

Ahora si podemos demostrar tres teoremas de Fourier sobre la convergencia de la
serie.

Teorema IV.1.2 (Teorema 1 de Fourier) Sea f(x) derivable (por lo tanto, continua) en
|—7, |, entonces, la igualdad (1V.1.7) valeVx € (—7,m). Si, ademas, f(—n) = f(n), la
serie converge a f en [—m, .
Demostracion Las sumas parciales en (1V.1.7) estan dadas por
1

Sn(z) = S0+ Z A, cos(max) + by, sin(mz)

— %/7; f(t)dt{% + mz:l cos(ma) cos(mt)+sin(mx) sin(mt) }

_ %/ dtf(t){%erZ:lcos[m(t / FO KLt —x)dt.
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IV.1 SERIE DE FOURIER

con
z (n+1)s __ e—ins
K,(s) = —~|— Z cos|ms] mz;ne = (e — 1)
sm|(n+s3)s
= M, (Tv.1.11)
2 sin (5]
donde se supone que, si s = 0 o, en general, s = 2kr, con k entero, K, (2km) =

h’rQ% K,(s) =n+ % que es el valor correcto de la suma para s = 2kn. Ademas, de
S— e

la suma de cosenos que define a K, (s) se ve que

K, (t —z)dt = . (1v.1.12)

—T

Por lo tanto, sumando y restando f(x),

1 ™
Sue) = f@)+ 2 [ (710 = )t~ o)
L f)—f(z) 1
= — e —)(t—x)|dt. 1v.1.13
Bt R e [ AR
Usando el lema de Riemann-Lebesgue es, ahora, inmediato demostrar la conver-
gencia para x € (—m,m). En este caso, la funcion g(t) = % sit # x, con
g(x) = f'(x), es continua ¥ t € [—m, 7|, incluyendo t = , si [ es derivable:
t —
SO =J@)
t—z 2sin(3 (¢ — z)]
por lo que la integral en (1V.1.13) se anula paran — oo y
lim S,(x) = f(z) Yo € (—m, 7). (1v.1.14)
n—oo

Hasta aqui, hemos demostrado la primera parte del enunciado.
Si x = +m, el denominador de (t) se anula tanto para t — 7 como para t — —.
Sin embargo, si x = +7, K, (t — x) es una funcion par de t. En efecto,

Ky(tTm) = sin [(n + )(t;l:ﬂ')] :sin[(n—i—%)(—tzl:w)]

2sin (57 2sin (=)

_ sinf(n 4 5)(—t F )] (v.1.15)

2sin (=57)

0 ™ 1
/ K,(t —z)dt = / K, (t —z)dt = 5T
-7 0
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IV.1 SERIE DE FOURIER

Para x = 7 podemos, entonces, escribir

fm+ f=m) (L7 _f)—f(x)

. 1
Sp(z) = 5 =/, m51n[(n+§)(t—x)]dt
J% _W%Sin[(nJr%)(t—r)]dt, (1v.1.16)

donde el primer y segundo cociente permanecen acotados parat — Tyt — —7 respec-
tivamente (tienden a f'(£r)). Aplicando el lema de Riemann, obtenemos, pues,

lim S, () — LT ST

n—oo 2

que coincide con f(£m) si f(m) = f(—m).

Y

O

Teorema IV.1.3 (Teorema 2 de Fourier) Si f es continua en [a,b] pero f'(x) no existe
en un numero finito de puntos aislados x., donde si existen, en cambio, las derivadas
laterales

ft) = flae)

t—m:ét t— Te

, (1v.1.17)

la serie de Fourier converge a f(x), aun para x = x..

Demostracion: En las condiciones enunciadas, g(t) = % es continua para
t # x y permanece acotada parat — x, aun si x = x.. (lm g(t) = f'=(x.)), cumpliendo

t—x;
con las condiciones del lema de Riemann-Lebesgue.

O

Teorema IV.1.4 (Teorema 3 de Fourier) Si f es continua y derivable en |—m, |, salvo
en un numero finito de puntos aislados x., en los que existen, sin embargo, los limites y
derivadas laterales

FE) = tm f@), ) = tim LT

)
T t—saE t— x,

entonces la serie también converge a f(x) en los puntos x € (—m, ) donde f es continua.
En los puntos x. donde es discontinua, la serie converge al punto medio:

i S,(2) = 517G+ S0l (v.1.19)

Demostracion: En primer lugar, si x € (—n, ), combinando (1V.1.12) con el lema
(1v.1.8) obtenemos, para € > 0,

s x+e
7= lim | K,(t —z)dt = lim [ K,(t —z)dt
n—oo [__ n—oo . .
Tte i
= 21lim [ K,(t—z)dt=21lim [ K,(t—=x)dt, (1v.1.19)
n—oo T n—oo T
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IV.1 SERIE DE FOURIER

por ser K, (s) par.

Notemos, ahora, que g(t) = ft)—f(x)

2sin[(t—x)/2]
[—7, 7] si x # x., y parat # z. si x = x.. En este caso,

satisface las condiciones del lema para t €

/ FOKu(t —x)dt + — / fO)K,(t —x)dt.  (1v.1.20)

La segunda integral puede escribirse como

TS = f=))

1
v 2msin[3(t—x.)] —)(t—x.)]dt.

2

sin[(n+

@/ﬂ: K, (t —x.)dt +

Para n — oo, el segundo término se anula por el lema de Riemann, pues g(t) =
F(O)-f ()

Tein[L(ta)] PErmanece acotado para t — x} (hm g(t) = f*(x.)), mientras que el
2 c

t—zd
primer término tiende a 2f(m+) Andlogamente, la primera integral en (1v.1.20) tiende a
1f(z,). Esto conduce al resultado (1v.1.18).

O

IV.1.3. Otras formas de convergencia

Convergencia uniforme: Si f posee derivada continua en [—7, x|, y f[—7] = f[x],
puede demostrarse que la convergencia de la serie de Fourier es absoluta y uniforme para
x € [—m, 7). En este caso la serie de Fourier es derivable término a término, convergiendo
la serie derivada a f'(x) para z € (—m, 7).

Si f(z) es discontinua en un punto x. o f[—7] # f[n] entonces la convergencia no es
uniforme. Esto es evidente, ya que una serie de funciones continuas no puede converger
uniformemente a una funcion discontinua. En las mismas condiciones, si derivamos la se-
rie término a término obtendremos una serie que no necesariamente es convergente punto
a punto (véase el ejemplo IV.1.4 en la seccion IV.1.7). Otra de las manifestaciones de la
convergencia no uniforme es el fenomeno de Gibbs en los bordes de una discontinuidad.

Puede demostrarse que, si f es continua en [—7, 7| y posee un niimero finito de maxi-
mos y minimos locales, se cumple que lim Sn(x) = f(x) parax € (—m, ), aun cuando
f no sea derivable. o

Finalmente, puede demostrarse que basta con exigir la existencia de [”_[f(z)]Pdx
parap = 1y p = 2, para demostrar que

tim [ [f() - 8, ()dz = 0.

Este tipo de convergencia se denomina convergencia en media y es menos restrictiva que
la convergencia puntual.

Los detalles de las demostraciones de nuestras afirmaciones previas pueden encon-
trarse en [7].
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IV.1 SERIE DE FOURIER

Aun menos exigente es la convergencia como distribucion (convergencia débil): Se
dice que 5, converge a f como distribucion si

[e.e]

lim Sn(x)g(z)dx = /OO f(z)g(x)dz

n—oo [_

para cualquier funcion de prueba g, aun si la serie .S, (z) no converge puntualmente en
ningun punto (véase el ejemplo IV.1.3 en la seccion IV.1.7). Este tipo de convergencia es
frecuentemente utilizado en Fisica.

IV.1.4. Forma compleja del desarrollo
cos(nz)
isin(nz)
potencias en €%,

Como = %(e’m + e7'"*), podemos escribir (1v.1.2) como una serie de

o o
f(z) =co+ Z(cnemm +ce ™) =P Z cne™,
n=1 n=—oo
m

con P > = lim ) el valor principal y

n=—o00 m—00 p—_m

* 1 . 1 " —inx
cn—c_n—i(an—zbn)—%/_Wf(:v)e dx .

IV.1.5. Serie de Fourier para otros intervalos de periodicidad

Si f esta definida en [—a, a|, el reemplazo © — 7 /a conduce al desarrollo

f(z) = % + Z ay, cos(nwx) + by, sin(nwx), (1v.1.21)

n=1

parax € (—a,a), donde
w=rm/a,
1 [ 1 [ )
an =~ f(z) cos(nwx)dx, b, = o f(z) sin(nwx)dx.

La serie converge a una funcion periodica de periodo 2a = 27 /w, siendo w la frecuencia
correspondiente. En la forma compleja,

oo _ 1 a A
f(x) = PZ €™ cp = % /af(x)e_mm:dx.

n=—oo
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IV.1 SERIE DE FOURIER

IV.1.6. Desarrollos de medio rango. Series de senos y de cosenos
Si f(x) = f(—x) (funcion par) = b, =0V ny

flz) = % + Z a, cos(nwe), (1v.1.22)
n=1
a, = g/oa f(x) cos(nwx)dzx.
Si f(z) = —f(—=x) (funcién impar) = a, =0V ny
flz) = Z by, sin(nwz) (1v.1.23)

b, = / f(z) sin(nwx)dx
Una funcion f definida solo en [0, a] puede, entonces, desarrollarse en serie de cosenos
o senos, convergiendo la serie a la extension periodica par o impar de f. Estos desarrollos

corresponden al problema de autovalores de L en [0, a], con las condicion de contorno de
Neumann (caso par) y Dirichlet (caso impar).

IV.1.7. Algunos ejemplos

Ejemplo IV.1.1: f(z) = 2,z € |-, 7]. Se obtiene a, = 0Vny

1 [ 2(—1)7+
b, = —/ xsin(nz)dr = L,

T ) . n
por lo que
Z e SI0T) m) 2| < 7. (1v.1.24)

=1

En z = =+, la serie converge a 1 [f(7) + f(—7)] =
La serie converge, en realidad, a la extension periddica

fl)=x—2nm si —7+2n7 <z <7+ 2nm,

siendo discontinua en x = £+ + 2n7.

Ejemplo IV.1.2: Si f(z) = 2%, b, =0V nya, = 2(-1)"/n?sin > 1, con ag = ©?/3,
por lo que

R NCIE S
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IV.1 SERIE DE FOURIER

que coincide con la integral término a término de la serie (v.5.22). El desarrollo converge
también en x = +m, yaque f(7w) = f(—mn). Paraz = 0y , el desarrollo anterior conduce
a las identidades

f: n+1 2 f: 1 B 7T2
12 nz2 6
n=1 n=1
Ejemplo IV.1.3:
1
= — <a<
f@) =5 el <a<n,

con f(z) = 0si |z| > a. Obtenemos b, = 0y a, = sin(na)/(nmwa) si n > 1, con
ag = 1/7. Por lo tanto,

cos (nx)], |z| <. (1v.1.25)

i:: |

Para x = +a, la serie converge al valor medio ﬁ.

>1|'—
wlv—

Se pueden extraer dos conclusiones muy importantes:

1) Al disminuir a, aumenta el nimero de coeficientes a, con valor apreciable en
(1v.1.25). En efecto, sin(na)/na ~ 1 si n < 1/a, anulandose por primera vez para
n ~ 7 /a. El nimero de coeficientes a,, con valor apreciable aumenta, por lo tanto, como
1/a al disminuir a. Cuanto mds corto es el pulso (respecto de m) mayor es el numero de
frecuencias necesarias para representarlo correctamente.

ii) Para a — 0, f(z) — d(x) y obtenemos como limite

+§:COS :%Pi etz <,

n=1 n=-—oo

aw
l\DI»—t

que puede obtenerse directamente utilizando las formulas usuales para f(x) = §(x). L
serie anterior no converge puntualmente, pero si converge como distribucion a 0(x) para
|z| < 7. En efecto, la suma parcial es

1l sinf(n + 3)a]
So(z) = ~[= _ s T 5)%]
T 2 * Z cos(ma) 2 sin(3z)

y satisface, utilizando el lema de Riemann,

/ Sp(z)dr =1, ¥n >0,

Jin [5,(0)7(@)de = 1(0)+ Jim [ PO sinftn 5)alae = 100,

159



IV.1 SERIE DE FOURIER

V funcion de prueba f. Por periodicidad obtenemos, entonces, para x € R,

Ejemplo IV.1.4: Si derivamos término a término el desarrollo (1v.1.24) de f(z) = =z
obtenemos la serie

2 Z 1) cos(nx), (1v.1.26)

que no converge puntualmente. Esto se debe a que f(—m) # f(), siendo entonces la
convergencia de (1v.1.24) no uniforme. No obstante, (1V.1.26) converge como distribu-
cién a

fllw)y=1=2r > &(z—m+2mm),

que es la derivada (como distribucion) de la extension periodica de x.

Ejemplo IV.1.5: Desarrollo en serie de Fourier de medio rango de la funcion de Green en
[0, a] para condiciones de contorno de Dirichlet:

_ z(1—2'/a) O<z<z'<a
G(SL’ 'T) { z'(1—z/a) 0<z'<z<a "

Se obtienen los coeficientes b, = 2 [' G(x,2’) sin(nwa/a)dx = sin(nma’/a)/(nm/a)?.
Por lo tanto,

i sin(nrz/a) sin(nrz’/a)

(nm/a)? ’

n=1

que coincide con el desarrollo general en autofunciones presentado en (II1.1.5), G(x, 2’) =

2 nmt Un(T)un () / A

Ejemplo IV.1.6: Pulso cuadrado y “Fenémeno de Gibbs”
Consideremos ahora en detalle el desarrollo en serie de Fourier en [—1,1] de f(z) =

H(1/2 = |z)),

f(z) = { (1) IiI i ig (1v.1.27)

en el intervalo: [—1, 1]. Los coeficientes de Fourier son:

1 (-1)"z 2 n impar 1
= / f(z) cos(nmx)dx = 1 n=0 , b,= / f(z)sin(nmz)dx = 0.
-1 0 n > 2, par -
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IV.1 SERIE DE FOURIER

La suma parcial de orden n (impar) es entonces

n n m—1
1 2 ~1)" =
Su(z) = fao+ Z Ay, cos(mmx) = 3 + 2 Z (—1)"= cos(mmx)
m=1 ™ m impar m
= 3+ Zleos(mz) — § cos(3mx) + § cos(5mz) — ... + EH7 cos(nma)]

Podemos ver que, en este caso, para n impar,

n—1

S (x) = —2[Sin(ﬂ:1?) — sin(37x) +sin(5rx) — ...+ (—1) "2 sin(nr)]
(—1)"% s1n[;(sr<b7;)1)x]

INTT —inmTT
€ —€

pues, escribiendo sin(nmz) = 5

una suma geométrica.
Siz=1/2+ 4, es facil ver que

, la suma parcial S/, (z) puede expresarse como

_sin[(n + 1)md]
sin(md)

En primer lugar, esto muestra que, para x — 1/2 (6 — 0), S/ (z) — —(n + 1), como se
observa en las dos ultimas graficas, divergiendo para n — co. Analogamente, S/ (z) —
(n+1) paraz — —1/2.

En segundo lugar, vemos que el 0 de S/ (x) mas proximo a x = 1/2 ocurre para
d = +1/(n+1). Estos valores corresponden al minimo y maximo de S, (z) mas préximo
a xz = 1/2, que son precisamente los valores extremos de .S,,(x) como se aprecia en las
figura 22. Estos valores son, definiendo d,, = 1/(n + 1),

1 1 1/2%6n 1 £on sin[(n + 1)7d]
Sn<2 o) /1/2 Sn(w)dz 2 /o sin(7d)

S (1/2+6) =

2
SEYLN N
2 7w Jy (n+1)sin[t/(n+1)]
Paran > 1, (n + 1)sin[t/(n + 1)] & t y obtenemos

1

1 1 (™ sin(t) 1 _ sinintegral(m) —0,08949. ..
Sp(= +0,) = — dt=-F ———— = ! ;
( ) 2:F7r/0 + 1,08049 . ..

2 t 2 T

lo que indica un exceso del ~ 8,9 % en ambos lados de la discontinuidad. Para n — oo,
estos valores son exactos. Esto implica que al aumentar n, este exceso, denominado
“fenomeno de Gibbs”, no desaparece, es decir, no se “aplasta”, pero ocurre para valo-
res cada vez mas proximos a 1/2, pues 9, — 0. No afecta, pues, el valor del limite
lim,, ;0 Sn(x) en cualquier punto x fijo, incluyendo z = 1/2 (pues S,,(1/2) = 1/2 V¥ n).

Notese también que este exceso de las sumas parciales finitas ocurrira en los bordes de
toda discontinuidad finita. Siempre podemos considerar una funcion con una discontinui-
dad finita f(z]) — f(zy) = o # 0 en un punto z,, como la suma de una funcién continua
mas una funcion tipo escalon similar a la del presente ejemplo, pero multiplicada por o y
trasladada a z(, que originard entonces el mismo exceso relativo.
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f(x), S,(x) f(x), S,(x)
15 N1 1.5} N3
Pt N PV B
7T SR
0.5 05}

/ \ X =~ / \ iy
-7 -05 05 ™0 1.0~ -05 05 ~ 1.0
f(x), Sy(x) f(x), S,(x)

= n=>5 Bt n=11
A Pomdrspacah)
o “M-os 05~ o0 —13“"“10.5 0.5"‘\""1.0
f(x), Sy(x) f(x), S,(x)

L3t n=21 = n =51
05}

-1.0 ‘3'0.5 0 Al o * ~1.0 0. 1.0
S'.(x) S'(x)
40 n=21 40} n=>51
20 20}

-1.0 Y. V o~ -1.0 1.0
=20 20}
—40 -40

Figura 22: Gréfica de la funcién (1v.1.27) y las correspondientes sumas parciales de
Fourier S, (x) para n = 1,3,5,11,21,51. Los dos ultimos paneles muestran la grafi-
ca de la derivada S/ (z) = % para n = 21 y 51, que converge como distribucion a
f'(z) = 6(x+1)—0(x — 3) en [—1, 1].Estas graficas muestran el comportamiento de las
sumas parciales de la serie de Fourier para una funcion discontinua, y ponen en evidencia
el caracter no uniforme de la convergencia y la existencia del llamado fenomeno de Gibbs

en los puntos de discontinuidad, explicado en el texto.
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f(x), Su(x) f(x), Su(x)
12¢ 127
n=0 n=1
1/4F 1/4F
\ / X
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5

f(x), S,(x) f(x),
12¢ 1/2
n=2
1/4} 1/4F
1 05 05 X 1 205
£(x), S,(x) f(x),

12

1/4F 1/4}

a, ay
0.2
0.5
0.1
0.25 o ,
00274 6 8 10 12 14
0 n _
01 | 5 10 5 20 0.1
~0.25 ~02

Figura 23: Grafico de f(x) = z?/2 y las correspondientes sumas parciales de Fourier
Sp(z) =1/64+ >0 CU™ cos(mmz) en el intervalo [—1,1], para algunos valores

m

de n. La prolongacion periddica de esta funcidon es continua (aunque no derivable) en
x = %1, y por lo tanto el fendmeno de Gibbs no se produce en el borde. El ultimo panel
muestra los coeficientes de Fourier a,, en el ejemplo de la fig. 22 (izquierda) y en el
presente (derecha). Los coeficientes decrecen mas rapidamente en este caso, asegurando
convergencia absoluta de la serie V x.

163



IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

IV.2. Transformada de Fourier

IV.2.1. Definicion y unicidad

Consideremos nuevamente la forma compleja del desarrollo en serie de Fourier de una
funcion f : [-L, L] — Rt

fle) = P Y et C":ﬁ/ flz)e /g, (1v.2.1)
—L

donde P >  indicael valorprincipal P > = lim > .Podemos reescribir la serie
n=—oo n=—o0o m—0o0 n=—m
como
1 )
r) = — Y F(k)e** Ak, v.2.2
f(@) %; (k) (1v.2.2)

donde k = %, Ak =Ty

F(k) = Vame L — \/LQ_W /_ LL Flx)e**dz. (1v.2.3)

™

Consideremos ahora el limite L. — oo. En este limite, Ak — 0y las ecuaciones (1V.2.2)—
(1v.2.3) tienden a

flz) = —\/% /OO F(k)e™ dk, (1v.2.4)
o 1 > —ikx
F(k) = o /_oo flz)e " dx , (1v.2.5)

suponiendo que ambas integrales converjan. Aqui, hemos denotado ffooo = lim [ TT. Es

r—oo Y

decir, las integrales son consideradas en valor principal.

La funcion F' : ® — R definida por (1v.2.5) se denomina Transformada de Fourier
(TF) de la funcion f (f : R — R) y la expresion (1v.2.4), que recupera f a partir de
F, es la “antitransformada” de F'. Estas expresiones constituyen la generalizacion de la
serie de Fourier para funciones f definidas en (—o0, 00) (y de méddulo integrable). Hemos
elegido las constantes de modo de hacer evidente la simetria de las ecuaciones (1v.2.4)-
(1v.2.5). Sin embargo, son posibles también otras convenciones para definir la TF (puede,
por ejemplo, omitirse el factor 1/4/27 en (1v.2.4) y reemplazar el de (1v.2.5) por 1/(27)
o viceversa, y también reemplazar e*** por eT%?). Las ecuaciones (1vV.2.4)—~(1v.2.5) son
validas para cualquier funcion f : ® — R continua que satisfaga [*°_|f(z)|dz < ooy
que posea un nimero finito de maximos y minimos. Si f posee una discontinuidad aislada
finita en un punto x, la integral en (1v.2.4) converge al punto medio, como ocurre en la
serie de Fourier.
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

Desde el punto de vista fisico, la expresion (1v.2.4) se entiende como el desarrollo de
la funcién f(x) en términos de funciones arménicas puras ¥ = cos(kx) + i sin(kz), de
frecuencia k (y periodo 27 /k), siendo F'(k) el peso (amplitud) de la frecuencia & en la
expansion de f.

Demostraremos ahora explicitamente la validez de las ecuaciones (1V.2.4)—(1V.2.5)
(equivalentemente, que la relacion entre TF y antitransformada de Fourier es uno a uno)
para funciones f continuas y derivables lateralmente en cualquier punto, que satisfagan
[ | f(x)|dz < oco. La demostracion es muy similar a la efectuada para la serie de Fou-
rier. Las ecuaciones (1V.2.4)—~(1v.2.5) implican

f@) = [ 5ot [ e ansa

de modo que lo que debe demostrarse es que
1 o

2r ) o

eFe=dk = §(x —2), (1v.2.6)

, . irt _ ,—irt i t
donde [ dk = lim [" dk.Enefecto, 5= [* e®tdk = ;-—=— = Lsin(rt) “oon
—00 rooo T 2n J—r 21 it T t

l/oo sin(rt)dt B l/oo sin(u)du 1
_ ) '

™ t U

[e.9] [e.9]

Por lo tanto,

/_ = / k@) k) £ (2! )d' = / Rl ) P

27 —r —00

|2 w0~ ) + gl
fatt)— f(o)

Tt

flz)+ / sin(rt) t. (1v.2.7)
Para r — oo, el segundo término en (1v.2.7) se anula por el Lema de Riemann (véase
(IV.1.2)) si f es una funcion derivable, al menos lateralmente, en = (ya que, en estas
condiciones, (f(z+t)— f(x))/t permanece acotado para t — 0) e integrable en (—oo, 00).
Queda asi demostrada la ecuacion (1v.2.6). Obviamente, la composicion de transformada
y antitransformada en el orden inverso conduce también a la identidad.
La ecuacion (1v.2.6) implica también
oo 1 oo ) ,
/ or(2)pp(z)dr = o e *F) dy = §(k — k'), (1v.2.8)
—00 T J 00
indicando que las funciones ¢ (z) = e**/y/2m son ortogonales respecto del producto
interno (u,v) = [°°_u*(z)v(z)dz y estan “normalizadas” respecto de la variable k, si
interpretamos por esto ultimo precisamente la condicion (1v.2.8).
Noétese que la convergencia de las integrales (1v.2.6)—(1v.2.8) debe entenderse en el
sentido de las distribuciones (convergencia débil).
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TRANSFORMADA DE FOURIER

IV.2.2. Propiedades basicas de la transformada de Fourier

Se resumen en la siguiente tabla:

f(x) F (k)
0 f(=z) F(=k)
I | flaz) (a #0) F(k/a)/lal
2 f(x+0b) e F(k)
3 f(x) ikF (k)
4 f () (k)" F (k)
51 2"f(xz) (ne€N) "M (k)
6 F(z) f(=k)
71 flx)e®™ (beR) F(k—=0)
8 (f*9)(x) V21 F (k)G (k)
9 f(@)g(x) (F*G)(k)/v2r
donde (f * g) denota la convolucion de fy g:
0= [ e datsis’ = (g5 le)

y(F*G)(k)= [ F(k—K)G(K)dk' = (G % F)(k), 1a convolucion de F'y G.

Demostraciones:

Propiedades 1-3:

/OO f(ax)%daz _ ﬁ/w f(u)ﬂdu
/ fla+b) _mdx—/ Flu

/f - <>¢—| +zk/ e

donde hemos supuesto que f'(z) — 0 para x — +o0.

La propiedad 4 resulta por induccion (suponiendo que f™(+o00) = 0sim < n)yla
5 se obtiene en forma similar (suponiendo F(™)(£00) = 0 param < n).

La propiedad 6 es consecuencia de las ecuaciones (1V.2.4)—(1V.2.5).

F(k/a)
jal

—iku

Z’“bdu = ™ ().

—zka:

da:—

da: = ikF(k),

Propiedad 8:
/oo(f _mdm—/ / f(z—a")g(a) _Zk(\;—wﬂ)dx’dx:
/ flu “f“du/ g(x )\/Zk_xdx = V21 F (k)G (k). (1v.2.9)

Problema sugerido IV.2.1: Demostrar las propiedades 7 y 9.
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IV.2.3. Otras propiedades de la Transformada de Fourier

Propiedad 10
La TF conserva el producto escalar entre funciones (producto interno complejo):

(9.0) = /°° (@fadr == [ " atayte [~ Fwak
= 7 / / Ve dr F(k)dk = /_ ooG*(k)F(k)dk:(G,F),

donde GG es la TF de g. Esto implica, en particular, que la TF conserva la norma:

1P =h) = [ 1@k~ [ 1F@P = ()

[e.9] o0

Propiedad 11
Si f esreal = F(—k) = F(k)* (para k real). Se deduce inmediatamente de la expre-
sion

F(k) = \/%_ﬂ[ /_ () cos(ha)dz — i /_ () sin(kz)da]. (1v.2.10)

Propiedad 12
La propiedad 0 implica que, si f es par (f(—z) = f(x)), = F(k) es par (F(—k) =
A partir de (1v.2.10) vemos también que, en este caso, [ f(x)sin(kz)dz =0y

_ # /_ Z F(@) cos(kz)dz — \/g /0 " (@) cos(kz)dz

siendo F' real si f es real.

Si f es impar (f(—z) = —f(z)) = F(k) es impar. Entonces, ffooo f(z)cos(kx)dx =0y

F(k) = \/ﬂ/ f(z)sin(kx)d \/>/ f(z)sin(kx)d

siendo F' imaginario si f es real.
Propiedad 13
A partir de la definicion (1v.2.5) y la propiedad 5 se obtiene

/ f(x)dx = V27F(0), (1v.2.11)
/ f(x)z"dz = V2xi"F™(0), (1v.2.12)
donde n = 0,1,2,.... Las derivadas de F'(k) en el origen permiten, pues, evaluar en

forma inmediata las integrales (1v.2.11)—(1v.2.12).
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IV.2.4. Algunas transformadas de Fourier utiles

(H (z) denota la funcion de Heaviside, @ > 0y b real )

f(z) F(k)
1 el \/g TR
2 eiaxH([E) \/LQ? a-:ik
3 6712/(2a2) a67a2k2/2
! L =T
2 sin(ak)
5 H(x+a)— H(x —a) \/;T
6 (5(3:) \/%Tr
7 etbe V2mo(k — b)
8 cos(br) V2 Mﬂ”b)
9 sin(bx) V21 w
10 e—x2/(2a2)eibx ae—aQ(k—b)Q/Q
Demostraciones:
00 o) 0
/ efa\x|fikxdl, _ / efx(aJrik)dx + / e:p(afik:)dx
—00 0 —00
1 n 1 2a >0
— = a .
a+ik a—ik a?+k?
o0 ) o0 ) 1
/ e “H(x)e *dy = / e~ atik) gy — — . (1v.2.13)
—o0 0 a+ ik

) ) oo+ik
/e—z2/2—ikxdx _ /6—(:c+ik)2/2—k2/2dx _ e_k2/2/ =220, — \/%e_kﬂp 7

00 00 oco+ik

donde z = (z + ik). Aqui, hemos completado cuadrados en el exponente y utilizado el

resultado ~
I :/ e Ry = V2,

el cual se obtiene de

I’ = / / e~ T2 dpdy = 27?/ e Prdr = 2%/ e “du = 2.
—o00 J —co 0 0

.y ey _ .2 .y r, .
También hemos utilizado el hecho de que e~*"/2 es una funcién analitica de z que se anula

para Re[z] — £o00. El resultado general 3 (para a # 1) se obtiene utilizando la propiedad
2.
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f(x), F(k) f(x), F(k)

’132 .
Figura 24: Izquierda: Gréfico de f(x) = % (azul) y su transformada de Fourier

F(k) = % Derecha: Grafico de f(x) = %xQIJr 5 (azul) y su transformada de Fourier
F(k) =

o—2lk|

Ver

Este ejemplo demuestra que la TF de una gaussiana (de ancho a) es también una gaus-
siana (de ancho 1/a). Esto posee una importancia fundamental en diversas aplicaciones.
Notemos que la normalizacidn se conserva:

/ e~/ dy = a2/ e K gk = Vra.

[e.o]

El ejemplo 4 de la tabla se obtiene del 1 utilizando la propiedad 6, mientras que el ejemplo
5 resulta de
a efika _ eika sin(k:a)

/_[Ii(x +a) — H(x — a)]le " *dx = /e‘ikxdx = — = 2 k

—a

Los ejemplos 6 y 7, que deben entenderse como la TF de una distribucion (siendo el
resultado otra distribucion), son consecuencia inmediata de (1v.2.6). El resultado 6 puede
también obtenerse de 5 dividiendo a f y F' por 2a y tomando el limite a — 0, de acuerdo
con la relacion 6(x) = H'(z).

Los ejemplos 8-9 se derivan de lo anterior en forma inmediata, recordando que cos(ax) =
ete ™ sin(ax) = =52 Implican que la TF de una funcién f(z) periddica de
periodo 2L (que puede desarrollarse en serie de Fourier) presenta picos tipo ¢ localizados
en +nw, con w = 7/L y n entero. De 10 se puede reobtener 7 en el limite a — +oc.

Es importante destacar que, cuanto mas esparcida esté f(x) (por ejemplo, a grande en
el ejemplo 3), tanto mas concentrada estara F'(k), y viceversa, debido a la propiedad 1 de
la primera tabla de propiedades. Los ejemplos 6 y 7 son casos extremos de esta propie-
dad, la cual esta estrechamente relacionada con el principio de incerteza de la Mecanica

Cuantica.
Problema sugerido IV.2.2: Obtener el resultado 10 de la tabla anterior a partir de 3.

169
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IV.2.5. Desarrollos de medio rango: Transformadas seno y coseno

Anélogamente a lo que hicimos en el caso de la serie de Fourier, para un intervalo
(0, 00) podemos considerar las extensiones par e impar de una cierta funcion f definida
para x > 0. Si completamos a f en forma par para x < 0, obtenemos, teniendo en cuenta

la propiedad 10,
flz) = \/>/ ) cos(kx)dk, (1v.2.14)

F.(k) = \/;/0 f(z) cos(kx)dx. (1v.2.15)

La ecuacion (1v.2.15) se denomina transformada coseno de f(z) y coincide con la TF de
f completada en forma par. La transformada inversa tiene, en este caso, una expresion
idéntica a la de la TF.

Si se completa a f en forma impar para z < 0, se obtiene, utilizando nuevamente la

propiedad 10,
flz) = \/>/ ) sin(kx)dk, (1v.2.16)

Fy(k) = \/;/0 f(z)sin(kx)dzx. (1v.2.17)

La ecuacion (1v.2.17) se denomina transformada seno de f, y satisface Fi(k) = iF'(k),
donde F'(k) es la TF de f completada en forma impar.

1V.2.6. Transformada de Fourier discreta

Consideremos, en lugar de una funcion f : & — R, una funcion definida solo en un
numero finito n de puntos x;, j = 0,...,n—1, tal que f; = f(z;). En este caso es posible
definir una transformada de Fourier discreta F}. de la siguiente forma:

n—1
1 —2mijk/n
Fk:%;fje IRk =0,...,n—1. (1v.2.18)

Conocidos los n valores F}, los n valores f; pueden recuperarse exactamente mediante la
transformacion inversa, dada por

n—1

1 .
7 § E,e?iikin -0, .. .n—1. (1v.2.19)
k=0

Esto puede demostrarse facilmente, reemplazando F}, por su definicion:

n—1
§ 2mik(j—j n _

€ R _fj>
k=0

fi=

i
L
L

1 — B —
[_n f e 2mig’ k/n Qmjk/n _ Z f]
0 7'=0 =

S
i
§|>—‘

170



IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

donde hemos utilizado el resultado

1 n—1 1 j j/
2mik(5—j") =
— E e =0 R 1v.2.20
n — Ji’ { 0 J 7& ]/ ( )
valido para j, j' enteros. En efecto, si j = j/, e2mk=i)/n — 1 y S0 g2mik(i=i")/n — p
k=0

mientras que, si j # 7' (y |7 — 7| <n),
n-1 1 _ e2mii—3")

Z 627rz'l€(j—j’)/n — —
1 — e2riG—in/m
k=0

para j — j' entero.

Dado que e2™0%/" = ¢ = 1, es posible definir f,, = f, F,, = Fy, y asi evaluar
las sumas para j = 1,...,n (en lugar de j = 0,...,n — 1), sin alterar los resultados
finales previos. También es posible definir f_; = f,,_;, F; = F,,_;, ya que e~ i2mki/n —
et?rk(n=j)/n i j y k son enteros (extension ciclica de f; y F},).

Podemos ver, también, que la transformada discreta de Fourier asi definida es una
transformacion unitaria, ya que conserva el producto escalar estandar:

i2rnk/n

(f.9) = Zf gj_\/_ZZF* e izmikin g, —ZFka_ (F,G) (v.221)

1=1 k=1

En particular, | f|* = 370, [f;1* = Y00y [Fel* = [F[*.

Problema sugerido 1V.2.3:

a) Probar que, si f; es constante (f; = ¢V j), = Fy = 0xocy/n (0 sea, Fj, = 0 salvo
para k = 0).

b) Probar que, si f; = ce™/" con0 < m <n— 1= Fj, = cSpm/N.
c) Probar que, si f; = cd;n, (f; = 0 salvoparaj =m,conmentre0yn — 1) =

Fy, = ce”2mmk/n ) /n k= 0,...,n—1(osea, |Fy| = |c|/v/n V¥ k).
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f(x) a
4 n
1.5
1
0.5
0
0O 2 4.6 8 10 12 14n
-0.5
-1
f(x) F(k)
3 3

I\ e

-15 -10 5 10 15

F;

Figura 25: Reconstruccion de una funcion a partir de su transformada. Arriba: Grafico
de una funcion par periddica f(x) de periodo 2 (izquierda) y sus coeficientes de Fourier
a, (derecha) (b, = 0V n). Estos permiten reconocer que f(x) no es mas que la suma
de una constante ay mas tres términos de la forma a, cos(nmz), conn = 1,5y 8.
Centro: Grafico de una funcion par no periddica f(x) y su transformada de Fourier
F (k). Esta permite reconocer, a partir del resultado 10 de la tabla en (IV.2.4) y dado
que los picos de F'(k) son aprox. gaussianos, que f(z) esta determinada esencialmente
por tres frecuencias ky = 1, ks = 5, k3 = 10, moduladas por gaussianas, tal que
flz) = 320 ;e /90 cos(k;x). Abajo: Una funcién discreta f(j) = f; definida para
j =1,...,20, y su transformada de Fourier discreta F}. Esta permite reconocer que fi
no es mas que la suma de tres términos de la forma oy, cos(27k;j/20), con k = 1, 3 y 6.

Problema sugerido IV.2.4: Derivar las expresiones aproximadas anteriores para

f(z) o f; a partir del grafico de a,, F(k) y Fj, y dar el valor aproximado de los
parametros intervinientes.
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IV.3. Transformada de Laplace

Dada una funcion f(z) definida para z > 0, la transformada de Laplace (TL) se define
como

Ls(p) = /OOO e P f(x)dx. (1v.3.1)

Si f(z) < e** para x — 0o = Ly¢(p) converge para Re[p] > «a. Supondremos esta
condicién en lo sucesivo. Notemos que L (ik) = /5 (F.(k) — iFi(k)) en el caso en que
L;(ik) existe. Si completamos a f de modo tal que f(z) = 0 para z < 0, Ls(ik) =
V21 F (k).

La propiedad fundamental de (1v.3.1) es que las Transformadas de Laplace (TL) de
las derivadas f(™(x) quedan expresadas en términos de L((p) y las derivadas de f en el
punto inicial x = 0. En efecto, integrando por partes,

Lip) = [ erp@in=—f0)4p [ fwerds

0

= —f(0)+pL¢(p). (1v.3.2)

Por induccion obtenemos, en forma anéloga,

Lyol) = [ e a)dn =000 +p [ e oy
= —fOD0) = pfD0) — ... = p"Hf(0) + p"Ly(p).  (1V.3.3)

La propiedad que acabamos de demostrar hace que la TL resulte muy practica a la
hora de resolver problemas con dadas condiciones iniciales, como veremos en el problema
guiado al final de esta seccion.

Otra propiedad ttil se refiere a la TL de la convolucion de funciones f y g definidas
para argumentos positivos,

(Fea)w) = [ flo = aoa)a’ = (9 Do)
Obtenemos
Liey(p) = /D /Of(x—x’)g(x’)e‘pxdx’dx:
= /OO /x f(x—x’)e’p(x’x/)g(:v’)e’px/dx/dx
o Jo

= / f(u)e_p“du/ g(a)e ™ da’

0 0

Ly(p)Ly(p)- (1v.3.4)
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Para hallar la transformada inversa, completando a f en forma nula para z < 0, y
considerando la TF de e=** f(x), con v > 0, podemos escribir

1 b . > N ! !
6famf(x> — %/ ezkxdk/o efzk:r efa:p f(I/)d$/,

de donde
1 [ . o
f(ﬂ?) - 6x(o¢+zk¢)dk,/ e—x(oa+zk)f($/)dx/
2m J_o 0
1 a+1i00
= 5o e Ly(z)dz, (1v.3.5)
T Ja—ico

con z = a+ik. El resultado es, en principio, independiente de la eleccion de « si las inte-
grales convergen, es decir, si « es suficientemente grande. Si es posible cerrar la integral
(1v.3.5) con un semicirculo de radio muy grande a la izquierda de «, a lo largo del cual la
integral tiende a cero, por el teorema de los residuos obtenemos

f@) = Res[e*"Ly(z)],

donde la suma se extiende sobre fodos los polos z; de e** L(z).

El mayor inconveniente de la TL es que la relacion inversa requiere el conocimiento
de L(p) para valores complejos de p. Si, como ocurre en algunos problemas practicos,
se dispone tan s6lo de una tabla de valores numéricos de L ¢(p) para cierto conjunto finito
de valores reales de p (y no de una expresion analitica de L;(p)) no es posible recuperar
f(z) con gran precision (es un tipico problema “ill posed” o mal definido).

Algunas propiedades y ejemplos (en todos los casos a > 0):

f(x) Ly (p)
1 f(ax) Li(p/a)/a
2 f(z+a) eP*L¢(p)
3 f'(x) —f(0) +pLy(p)
4 zf(x) —d[Ly(p)]/dp
5 | (f*9)(=) Ly(p)Ly(p)
6 e %p
7 cos(ax) p/(a® + p?)
8 sin(ax) a/(a® + p?)
9 H(z —a) e /p
10 | o(x—a) e e

Problema guiado IV.3.1: Hallar u(t) tal que
u" + Eu = f(t)

parat > 0, con u(0), u/(0) datos conocidos y k # 0.

174



IV.3 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Multiplicando la ecuacion anterior por e ?! e integrando, obtenemos, utilizando la
ecuacion (1v.3.3),

de donde 0) + pu(0) 1
u pu

Utilizando, ahora, las propiedades 5, 7 y 8 de la tabla anterior, obtenemos

Lu(p) =

u(t) = %u’(O) sin(kt) + u(0) cos(kt) + %/Osin[k(t — ) f(t)at',

que coincide con el conocido resultado para la solucidon de esta ecuacion, obtenido me-
diante la funcidn de Green.
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V.I INTRODUCCION Y DEFINICIONES

V.1. Introduccion y definiciones

En Fisica, el estudio de sistemas con numero finito de grados de libertad conduce, en
general, a la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias. En cambio, el estudio de
medios continuos requiere la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(ver capitulo VI). Ya hemos dado, en la seccion 1.1 la definicion general de una ecuacion
diferencial en derivadas parciales y de su orden. En particular, empezaremos por analizar
las ecuaciones diferenciales con dos variables independientes.

Definicion V.1.1 Se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales con dos variables
independientes a una relacion de la forma

@ @ Pu  *u 0*u _0
"0x’ Oy’ 0x2’ OxOy’ Oy2’ )

F <x7 y? u(‘r7 y)

donde los puntos suspensivos indican posibles dependencias en derivadas de orden su-
perior al segundo. En este libro vamos a restringirnos al estudio de las ecuaciones de
segundo orden. Este es el caso de mayor utilidad en las aplicaciones a la Fisica y, ademas,
permite ilustrar las ideas mas importantes a tener en cuenta en el caso de ecuaciones de
mayor orden.

Definicion V.1.2 La ecuacion anterior se llama lineal si F' lo es con respecto a u(x,y) y
a todas sus derivadas, es decir, si la ecuacion toma la forma
0%u 0%u Pu Ou  Ou

2 d2t 4 2t _
a8m2+ 8I8y+cay2+ 8x+68y+fu+g 0,

donde los coeficientes a, b, c,d, e, f, g son, en general, funciones de x e y. Si todos estos
coeficientes son independientes de ambas variables, la ecuacion se llama ecuacion lineal
a coeficientes constantes. Si g(x,y) = 0, se llama ecuacion lineal homogénea.

Es inmediato demostrar que, como en el caso de las ecuaciones diferenciales ordina-
rias, las soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea constituyen un espacio
vectorial (equivalentemente, vale el principio de superposicion). Como veremos en un
ejemplo simple a continuacidn, se trata de un espacio vectorial de dimension infinita.

La generalizacion de estas definiciones a casos con mas variables independientes y/u
ordenes superiores es evidente.

Consideremos, primero, la ecuacion lineal de primer orden mas simple,

ou
ay

donde u(z,y) es una funcion de dos variables. Es obvio que la solucion general de esta
ecuacion es

u(z,y) = f(z),
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donde f es una funcion arbitraria que depende solo de x. Asi, mientras que el conjunto
de soluciones de una ecuacion diferencial lineal ordinaria homogénea de primer orden
depende de una constante arbitraria, formando un espacio vectorial de dimension 1, en
el presente caso la solucidon general depende de una funcidn arbitraria f de la variable x
siendo, por lo tanto, un espacio vectorial de dimension infinita. La segunda observacion
es que la solucion permanece constante a lo largo de una familia de curvas (en este caso,
las rectas verticales x = c¢). Tales curvas se denominan curvas caracteristicas.
Consideremos, ahora, la ecuacion

agc%—kayg—Z:O, (v.1.1)
con a? + ai # 0. Podemos reescribirla como a - Vu = 0, con V el operador gradiente
y a = (ay,a,), de modo que toda funcion que varie solo a lo largo de una direccion
perpendicular a a (es decir, que dependa de la coordenada “’perpendicular’) sera solucion.
Si, por ejemplo, a, # 0, con a, y a, constantes, la solucion general de (v.1.1) puede
escribirse como

u(z,y) = flz — 2y),

con f derivable, como es facil verificar: @ - Vu = (a, — ayZ—-:)f’(x = Z—:y) = 0. En este

caso, la solucion es constante a lo largo de las rectas  — Z—;y =c,osea, y=c + Z—Zm,
que son paralelas al vector a. Esta familia de rectas se conoce como familia de rectas
caracteristicas.

Podemos obtener este resultado en forma mas sistematica. Notemos primero que, si

se efectiia un cambio de variables (x,y) — (2, ), con

¥ =F(z,y), v =G(x,y),

siendo la transformacion invertible, tenemos

0 0 0
o Fz% +G$8_y’
0 0 0
oy Fy%—i_Gya_y”

donde el subindice indica derivada parcial respecto de la variable respectiva.
Esto puede escribirse en forma matricial como

o~

con Det[W] # 0.

D=WD'

F, G 2
9 W: v . 7D,: 85/)7
) (Fy Gy) (8_?/

Elofl
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La ecuacion (v.1.1) puede escribirse en forma matricial como (a,, a,) Du = 0. Plan-
teando la transformacion lineal

Y =xtay, y —a+By, atp (v.1.2)

se obtiene D = W D', con

1 1

W = ( o 8 ) (v.1.3)

y la ecuacion (V.1.1) se transforma en (a;,, a; ) D'u = 0, o sea,
ou ou
!/ /

a$% aya—y/ = O,

con
(a,ay) = (az, ay) )W = (a, + aay, a, + Bay) .

Anulando, por ejemplo, a’, tenemos a, + aa, = 0. Por lo tanto, & = —a,/a,. Eligiendo

B # a, se obtiene a; # 0y la ecuacion se transforma, finalmente, en

0
Ou _ g
Y’
cuya solucion es
Ay
u=f(a)=flx——y)
y

Hemos supuesto a, y a, constantes. Notar que, sobre cualquier recta caracteristica, la
solucién de nuestra ecuacion diferencial permanece constante. En un caso mas gene-
ral, si a, y a, son funciones de (x,y), podemos emplear un procedimiento similar, pe-
ro utilizando una transformacioén general que cumpla, por ejemplo, con la condicién
a, = a,Fy +a,F, = 0y a, # 0. La curva caracteristica sera entonces, 7’ = F(z,y) = c.

V.2. Clasificacion de ecuaciones lineales de segundo or-
den con coeficientes constantes

V.2.1. Ecuaciones en dos variables

Como hemos dicho, muchos problemas relacionados con medios continuos condu-
cen a ecuaciones en derivadas parciales. Con particular frecuencia aparece la necesidad
de resolver ecuaciones de segundo orden. Aunque a menudo no se trata de problemas
lineales, es frecuente realizar suposiciones que los convierten en tales. En lo que sigue,
discutiremos en detalle la clasificacion de las ecuaciones lineales de segundo orden en dos
variables independientes con coeficientes constantes y generalizaremos al caso, siempre
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de segundo orden, con mas variables independientes. El tratamiento del caso de coeficien-
tes variables puede encontrarse en [8]. Para comenzar tendremos, entonces:

0?u 0?u Pu Ou  Ou

a—s + 20—— +c—+d—+e—+fu+g—0 (v.2.1)

Ox? 0x0y oy? Ox dy
con todos los coeficientes reales y constantes. Resulta natural preguntarse si es posible,
en general, hacer un cambio de variables no singular (invertible) que reduzca la ecuacion
anterior a una forma equivalente mas simple, en el sentido de eliminar términos en deri-
vadas segundas, en forma similar al mecanismo que permite llevar formas cuadraticas a
su forma canonica.

La clasificacion de las ecuaciones de este tipo depende del comportamiento de los
términos que contienen derivadas segundas. Empecemos, entonces, por considerar la
ecuacion de segundo orden

0%u 0%u 0%u

a3x2 + 2b8x8y + cay2 =0. (v.2.2)

Sia=c=0yb# 0, sereduce a

82
uo 0
0x0y
0 sea, - (g ) = 0. Entonces, g“ = h(y), de donde se obtiene la solucion general

u(z,y) = f(z) +9(y),

con [y g funciones derivables arbitrarias, cada una de una de las dos variables. La so-
lucidon general se expresa, entonces, en términos de dos funciones arbitrarias, cada una
constante a lo largo de una curva caracteristica.

Volviendo al caso general, para a, by c constantes la ecuacion (v.2.2) puede escribirse
en forma matricial como

D'ADu =0, A:(“ b),
b ¢

con D! = (a%, a%)' Supondremos, sin perder generalidad, que ¢ # 0. Efectuando la

transformacion lineal (v.1.2), obtenemos, en términos de las nuevas variables, la ecuacion
D'"A'D'u = 0:

82 0%u Ly Pu 0
‘o ox' Oy’ oy?
con o
A:(%Q):W%W
b a

y W dado por (Vv.1.3), es decir,
a =a+2ba+ca’, b =a+bla+ B)+caf,d =a+ 203+ ch?.
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Podemos anular, ahora, tanto a’ como ¢ si elegimos v y 3 como las dos raices de la
ecuacion a + 2bx + cx? = 0:

a —b+Vb? —ac
g c '

Sib? — ac # 0 (o sea, Det[A] # 0), a # By, en tal caso,
V' =2(a—0b*/c) #0.

La ecuacion se reduce, entonces, a
0%u 0
ox' Oy’ ’

cuya solucion general es
u(z,y) = f(2') +g(y).
Las rectas reales que integran las familias 2/ = x 4+ ay = ¢y, con ¢; constante, ¢

y' = x + Py = co, con o constante (cuando existen) se denominan rectas caracteristicas.
Notemos que, por ejemplo, sobre la primera de estas familias, se tiene:

/ /
a—xdx+a—xdy:d:v+ozdy:0
ox dy

y, por ende, las rectas que integran esta familia tienen pendiente —a . Para la segunda
familia vale un comentario similar: su pendiente es —/37 L.

Veremos a continuacion como se clasifican las ecuaciones lineales y homogéneas del
tipo (v.2.2), segun sea Det[A] menor, mayor o igual a cero:

1) Caso hiperbélico: v — ac > 0 (Det[A] < 0). Las dos raices a, 3 son reales y
distintas. La solucion general es, entonces, de la forma

u(z,y) = f(z+ ay) + g(z + By)
y posee dos rectas caracteristicas: x + ay = ¢,y x + fy = ¢, sobre las cuales f y g son
respectivamente constantes. Un nuevo cambio,
s=a'+y, t=a—y,
lleva la ecuacién hipérbolica a la forma

Pu  u

0s?  Ot?
El ejemplo tipico de ecuacion hiperbolica es la ecuacion de ondas en una dimension es-
pacial

Pu_ 1o
ox?  v? Ot?

=0 (v.2.3)
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(b=0,a=1,c= —1/v?),en cuyo caso a

B

u(z,t) = f(x —ovt) + g(z +vt),

= Fo y la solucion general es, entonces,

es decir, un pulso descrito por f que se propaga hacia valores crecientes de x con velo-
cidad v mas uno descrito por g, que se propaga hacia valores decrecientes de x con la
misma velocidad.

2) Caso eliptico: b — ac < 0 (Det[A] > 0). Las dos raices son complejas conjugadas,
por lo que ¥/ = (2')*. Podemos escribir entonces la solucion como

b .
u(xay):f(z)+g(2*)7 Z=$/=x—zy+£vac—b2y.

Esto significa que la solucién es una suma de una funcion analitica f(z) (definida, por
ejemplo, a través de una serie de potencias), y una funcion antianalitica g(z*).
Notemos, también, que mediante la transformacion lineal real

z’—i—y’:x_éy t_:zr’—y’_\/ac—be
¢ 2% c

es posible llevar la ecuacion eliptica a la forma de Laplace,
0%u N 0%u
0s?  Ot?

En efecto, la ecuacion de Laplace es el paradigma de ecuacion eliptica, y su solucion
general es

= 0. (v.2.4)

u(s,t) = f(s+it) + g(s —it).

Esto esta de acuerdo con el conocido resultado de que las partes real e imaginaria de una
funcion analitica satisfacen la ecuacion de Laplace. En este caso no existen rectas carac-
teristicas reales.

3) Caso parabélico: v> — ac = 0 (Det[A] = 0). Aqui existe una sola raiz, por lo que
tomamos, si b # 0 (en cuyo caso a = —b*/c # 0) a = —b/c, 3 = 0. Esto conduce a
d=ayb =d =a—10%/c=0,porlo que se obtiene

32
u _ O,
83/’2

cuya solucion general es
/ / / b b
u(zy) = fl@)+ygl@) = fle—"y)+ag(z - y)
b b
= — - h(x — -y).
fla = —y) +yh(z = y)
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Sib=0yc# 0= a=0ypodemos tomar ' = x, ¢y = y en las expresiones anterio-
res. El ejemplo paradigmatico es la ecuacion de difusion, pero ésta contiene, ademas, un
término de primer orden (se discutira mas adelante). Notemos que, en este caso, hay una
sola recta caracteristica: x — l—c’y = c. En este sentido, puede decirse que el caso parabodlico
es “intermedio” entre el hiperbdlico y el eliptico.

V.2.2. Simetrias

Destaquemos que la ecuacion de Laplace (v.2.4), que podemos escribir como D' ADu =
0,con D = (£, 2"y A la matriz identidad de 2 x 2, es invariante frente a rotaciones
en el plano s — ¢:

s =scosf+tsinf, t = —ssinf+tcosh,

cosf) —sinf
sinff cosf

ya que se tiene W = ( ), con Wt = W~!y entonces A’ = WIAW =

i (59)

Esta propiedad se extiende a la ecuacion de Laplace en n dimensiones.

Anélogamente, la ecuacion de ondas (v.2.3), que podemos escribir como D'ADu =

(D OV A _ (10 : ;
0,con D = (57, )", A = (5 1 ,2), es claramente invariante frente a boosts de Lorentz
enzv —t:

x' = xcoshf + vtsinhf, ' = (x/v)sinhf + tcosb

[ cosh® v 'sinhé P . (1 0
yaque,enestecaso,W—(Usinhe cosh 6 )yA—WAW—A—(O _U_Q).

Ambas ecuaciones son, ademas, obviamente invariantes frente a traslaciones s’ =
s+a,t' = t+bparala ecuacion de Laplace, o bien 2’ = x+a, t’ = t+ b para la ecuacion
de ondas, con a y b constantes.

V.2.3. Formulacion general

Como anticipamos, la clasificacion de las ecuaciones de la forma (v.2.2) en hiperboli-
cas, elipticas y parabolicas es totalmente andloga a la clasificacion de secciones conicas o
ecuaciones algebraicas cuadraticas ((z, y)A(;) = 0). En el caso que nos ocupa, la matriz
real A es simétrica y, por lo tanto, es siempre diagonalizable por medio de una transfor-
macion unitaria real (ver Apéndice A): Existe W, con W~ = W tal que A’ = WIAW
es diagonal, es decir, b = 0. Por lo tanto, la transformacion correspondiente

' =Wnr + Way, v = Wisr + Wy
lleva la ecuacion (v.2.2) a la forma diagonal

,0%u  ,0%u
a o2 ¢ Dy -

185



V.2 CLASIFICACION DE ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO
ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

donde d/, ¢’ son los autovalores de A, que son siempre reales:

a a+c a—c

¢ =5 T\ (5

)2+ b2

Caso hiperbdlico: Corresponde a autovalores no nulos de signos opuestos: Det(A) =
acd=ac—b <0

Caso eliptico: Corresponde a autovalores no nulos del mismo signo: Det(A) = a'd > 0.
Caso parabélico: Corresponde a un autovalor nulo: Det(A) = a'd = 0.

En el caso general de n variables, las ecuaciones de segundo orden con coeficientes reales
constantes se clasifican de modo analogo. La ecuacion de segundo orden

= 0*u
A =
Z Y Ox;0x, 0

i,j=1
con A;; = Aj;, puede escribirse en forma matricial como
D'AD =0,

con la extension evidente de la notacion anterior. La ecuacidn se dice de tipo eliptico si
los autovalores de A son todos no nulos y del mismo signo, de tipo hiperbolico si son
no nulos y todos del mismo signo excepto uno, de tipo ultrahiperbolico cuando son todos
no nulos, con p de ellos de un signo y n — p de signo opuesto (p,n — p > 1), y de tipo
parabdlico cuando existe al menos un autovalor nulo. Notemos que la clasificacion dada
sigue siendo valida, aun cuando a, b, ¢, d, e, f no sean constantes. En este caso, la ecuacion

puede cambiar de tipo en distintas regiones del plano. Por eJemplo T u 4 932 8x TR gz

0 es eliptica cuando y?> — 22 > 0, parabdlica para 2> = 3% e h1perbohca en la region
2 2

ye —x° < 0.

Finalmente, consideremos la ecuacion lineal homogénea de segundo orden en dos varia-
bles con coeficientes constantes completa:

Ou O u —l—c@—%da——l—ea——i—fu 0.
0x? 0xdy Oy? ox dy N

La misma puede escribirse en forma matricial simetrizada como

D'ADu+ 3(B'D + D'B)u+ fu=0,

con B = (%), Bt = (d, e). Si Det[A] # 0 (casos hiperbélico o eliptico), podemos reescri-
birla en la forma
(D' - CYHA(D - C)u+ flu=0,

donde C' = —1A™'B = (¢2), f' = f — C'AC. En estos casos, el reemplazo

u(x,y) = e (x,y)
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permite escribir (D — C)u = e“=*tY Dw y (D' — C*)e* ¥ ADw = e“* ¥ D' A D,
lo cual nos conduce a
D'ADw + f'w = 0,

es decir, a una ecuacion sin términos en derivadas primeras, para w. Esto no es siempre
posible en el caso parabolico.
El mismo tratamiento puede aplicarse al caso de n variables independientes.

V.3. El método de separacion de variables

V.3.1. Consideraciones generales

Es el método adecuado para resolver ecuaciones diferenciales lineales en derivadas
parciales, cuando involucran sumas de operadores diferenciales en distintas variables y
regiones geométricas de tipo rectangular (es decir, producto) en dichas variables.

Consideremos una ecuacion diferencial para una funcion incognita u(z, y) de la forma

L,(u)+ Ly(u) =0, (z,y)€ R, (v.3.1)
donde:
I) L, es un operador diferencial lineal que depende sélo de la variable independiente x,
tal como —g—; 0
0 0
Lo = =5 -(p(x)5-) +a(@), (v.3.2)

y analogamente, L, es un operador diferencial lineal que depende solo de la variable

independiente ¥, tal como —%, 0 3%, o también de la forma (v.3.2).

IT) R es una region producto en las variables z, y:
R=R, xR,, (v.3.3)
con R, = [a,b], R, = [c, d], es decir, un rectangulo
a<x<b c<y<d, (v.3.4)

donde, en general, a, b, ¢, d pueden ser finitos o también infinitos.
El ejemplo tipico de (v.3.1) es la ecuacion de Laplace en coordenadas cartesianas para
una region rectangular,

0? 0?

El método consiste en ensayar una solucidon producto de la forma

u(z,y) = X(2)Y(y), (v.3.6)
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donde X (z) es funcion de = solamente e Y (y) funcion de y solamente. Reemplazando en
(v.3.1) obtenemos

La[X ()Y (y) + X (2) Ly [Y (y)] = 0 (v.3.7)
y por lo tanto, asumiendo X (z)Y (y) # 0 y dividiendo por X (z)Y (y),

Ly (X ()] _
Y@ T Yo =0, (v.3.8)

es decir,

Lo(X(z)] _ Ly[Y(y)]
X@) Yiy) (v.3.9)

Como cada fraccion depende sélo de una de las variables independientes, y queremos que
la igualdad anterior se satisfaga V (x,y) € R, la tnica posibilidad es que ambos cocientes
sean constantes, es decir, independientes de x y de y:

L(X(z)] _ _ Ly[Y(y)]

OB = k. (v.3.10)

Esto implica las ecuaciones
LIX(@)] = kX(2), Ly[Y(y)] = —kY (y), (v.3.11)

con lo cual hemos reducido el problema original a dos ecuaciones diferenciales ordinarias
que dependen de una constante, hasta ahora arbitraria, k. Denominando X (x), Y_,(y) a
las soluciones generales de las ecuaciones anteriores, obtenemos una soluciéon producto
Xi(2)Y_i(y) de (v.3.1).

Es importante destacar que no estamos diciendo que la solucion de (v.3.1) es nece-
sariamente un producto, sino que admite soluciones producto. Dado que la ecuacion di-
ferencial es lineal, podemos luego plantear una solucion mas general como combinacioén
lineal de productos:

u(@,y) =Y exXp(@)Yoi(y) (v.3.12)

que, obviamente, no sera en general un productof(z)g(y).

Los posibles valores de £ quedan determinados por las condiciones de contorno del
problema, y es aqui donde comienza a desempefiar un papel fundamental el hecho de que
R sea una region producto. Por ejemplo, supongamos que requerimos una solucion de
(v.3.1) que satisfaga la condicidén de contorno

u(a,y) =0, ulby) =0, Vyé€ed. (v.3.13)
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Esto implica, para la solucion producto, que X (a) = X (b) = 0. La primera de las ecua-
ciones (V.3.11) se transforma entonces en una ecuacion de autovalores para el operador
L., con las condiciones de contorno anteriores:

L(X) = kX, X(a)=X(b) =0, (v.3.14)

de la que se buscan, obviamente, soluciones no triviales. Si L, es de la forma (Vv.3.2),
(v.3.14) es la ecuacion de autovalores para el operador de Sturm-Liouville L, con las
condiciones de contorno homogéneas X (a) = X (b) = 0 (para las cuales L, es autoad-
junto). En general, para esta o cualquier otra condicion de contorno para la cual L, resulte
un operador de Sturm-Liouville autoadjunto, sabemos que la ecuacion (v.3.14) conduce
a

E=X X(z)=X,(z), n=1,2,3,... (v.3.15)

donde A\? denota el enésimo autovalor de L, con la condicion de contorno dada, y X,,(z)
la correspondiente autofuncion. Una vez obtenido A7, se procede a resolver la segunda
ecuacion de (v.3.11),

L,(Y) = -\Y (v.3.16)

la cual no es una ecuacion de autovalores, pues \; esta ya determinado. Si L, es un
operador diferencial que involucra hasta derivadas segundas, la solucion Y,,(y) de esta
ecuacion tendra dos constantes arbitrarias. Si y representa una posicion, una de ellas puede
utilizarse para satisfacer una condicion de contorno en otro de los bordes, tal como

(0 Y(oc0) acotada si d — ©0), lo cual deja libre una constante ¢,,. De esta forma, obtene-
mos las soluciones producto

un(2,y) = cnXn(2)Ya(y),

y podemos plantear una solucién mas general de la forma
u(@,y) =Y eaXn(2)Ya(y) . (v.3.17)

Las constantes c,, pueden, finalmente, obtenerse a partir de una condicién de contorno no
homogéna en el borde restante, tal como u(x, ¢) = f(x), obteniéndose la condicion

u(z,e) =Y enXn(2)V(c) = f(z). (v.3.18)

n

Esta tltima ecuacion corresponde al desarrollo en autofunciones de L, de la funcion f(x).
Por completitud del conjunto de autofunciones, sabemos que tal desarrollo es posible para
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cualquier f(x) que satisfaga f(a) = f(b) = 0, si Y,,(¢) # 0V n. Por la ortogonalidad de
las X, () ( fab X ()X (x)dx = N(n)d,, para L, autodajunto), obtenemos entonces

[ X(@)f(@)da
2 X (2) X, () d

cnYn(c) (v.3.19)
de donde se obtiene ¢,. Si el problema original contenia datos no homogéneos en ambas
fronteras, tal como u(z,c) = f(z), u(z,d) = h(z), se puede proceder en forma similar,
planteando la solucion como suma de aquella para u(x,c) = f(z), u(z,d) = 0y aque-
lla para u(z,c) = 0, u(z,d) = h(z), o bien determinando las dos constantes de Y,,(y)
simultaneamente con las anteriores condiciones. Para otras condiciones de contorno para
las que L, sea autoadjunto, se procede en forma similar, como se detalla en las secciones
siguientes.

Si, en cambio, y representa una variable temporal, es decir y — ¢,y si L, = L,
involucra hasta derivadas segundas, las dos constantes arbitrarias de Y,,(¢) pueden deter-
minarse a partir de las condiciones iniciales u(x,ty) = f(x), w(z,t9) = h(z), donde
u(z,tg) = %hzto, que nuevamente conducen, utilizando (v.3.17) para y = ¢y, al desa-
rrollo de f(x) y h(z) en las autofunciones de L, (los detalles se dan en las secciones
siguientes). Analogamente, si L, contiene solo derivadas de primer orden en ¢, Y,,(¢) con-
tendra una constante arbitraria, que se podra determinar de la condicion u(zx, tg) = f(z).

Los resultados anteriores sugieren que el método de separacion de variables es sufi-
ciente para proporcionar la solucion del problema planteado bajo las condiciones previas.
Esto es, efectivamente, asi. Podemos arribar a este método desde otro punto de vista,
planteando un desarrollo de la solucion u(z,y) en autofunciones X, (x) de L, con la
correspondiente condicion de contorno:

u(@,y) =Y ealy) Xa(z), (v.3.20)

n

X (@)X (@)da
de (v.3.1) y la convergencia es uniforme, entonces, reemplazando en (v.3.1),

0= {Nicaly) + Lyfea(y)]} Xa(2),

donde, en principio, ¢, (y) . No obstante, si (v.3.20) debe ser solucion

lo que implica, dada la ortogonalidad de las X,,(z), que L,[c,(y)] = —ALc,(y), es decir,
cn(y) o Y, (y). Vemos, pues, que si bien una solucién producto es una soluciéon muy
particular de (v.3.1), la solucion general (con condiciones de contorno que hagan a L, un
operador de Sturm-Liouville autoadjunto) puede expresarse como una suma (o serie) de
soluciones producto.

Es evidente que, si las condiciones de contorno homogéneas estan dadas sobre la va-
riable y en lugar de z, con L, autoadjunto con tales condiciones, se procede en forma
similar (y <+ x). Y siy representa en realidad a un conjunto de variables independientes
distintas de z, se procede también en forma analoga, realizando luego una nueva separa-
cion de variables en la ecuacion L,(Y) = —ATY’, en caso de ser esto posible.
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ObservacioneS'
DsiLy = o )Lx, con L, un operador de Sturm Liouville y p(z) > 0 para z € (a,b),
entonces la ecuacion de autovalores resultante,

contiene una funcion de peso p(z). Nada cambia formalmente en las expresiones ante-
riores (aunque los autovalores y autofunciones si cambian y las condiciones de contorno
deben ser las adecuadas), salvo que la ortogonalidad es ahora con peso p(x), por lo que
se debe incluir p(z) en las integrales (v.3.19).

2) Las expresiones anteriores pueden extenderse a un intervalo R, infinito o semi-
infinito (por ejemplo, b — 00), si L, y las condiciones de contorno son adecuadas, pero
en tal caso n pasard a un indice continuo (n — k), con las autofunciones satisfaciendo la
ortogonalidad [, _, X} ()X (v)dx = N(k)d(k — k). El procedimiento resulta equiva-
lente a resolver el problema por medio de una transformacion adecuada (transformada de
Fourier, etc.), como se vera en las secciones siguientes.

3) SiY,,(c) = 0 para algun n, el desarrollo (v.3.18) puede no ser factible para algunas
f(z) (las que contengan una componente no nula en la “direccion” de la X,,(z) corres-
pondiente). Pero esto no es un defecto del método de separacion de variables, sino del
problema planteado: En estos casos el operador L, + L, resulta singular (posee un auto-
valor 0) y no existe necesariamente solucion del problema planteado si f(x) es general.

Los ejemplos especificos que desarrollaremos en detalle en las proximas secciones, y que
son todos de la forma (v.3.1), son:

1) La ecuacion de Laplace (v.3.5) en coordenadas cartesianas para una region rectangular,
y su extension a regiones producto tridimensionales o n-dimensionales.

2) La ecuacion de Laplace en coordenadas polares para en un sector circular,

*u  10u 1 0%u

- —Z = <r<bp <0<0b,,
87’2+r87’+r2892 0, asr<b 0<0<

con a > (. Si bien no es directamente de la forma (v.3.1), puede ser llevada inmediata-
mente a dicha forma multiplicandola por —r2. Es interesante observar que, si 0 < 6 < 27,
la mera continuidad de la solucion y su derivada implica condiciones de contorno pe-
riddicas en 6. Si u(r,0) = R(r)©(0), la correspondiente ecuacion Ly(©) = kO es una
ecuacion de autovalores para Ly = 692 (con condiciones de contorno periddicas), que
implica k = —\? = —n?, connenteroy ©,,(0) = ™. En tal caso, L,[R(r)] = —n?R(r)
no es una ecuacion de autovalores. Los detalles se daran en las secciones siguientes.
En forma similar se trata la ecuacion de Laplace en un sector esférico a < r < D,
0h <0 <05,0< 0 < .
3) La ecuacion de ondas unidimensional

Pu 1 0%

W—GW_O CL<ZE<b t>0
T v
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4) la ecuacion de difusion unidimensional,

P o
oxr2 ot

Estas ecuaciones seran estudiadas en las secciones siguientes, al igual que sus extensiones
a dos y tres dimensiones en geometrias tipo producto en variables cartesianas o polares.

V.3.2. Autovalores y autofunciones de L, + L,

Consideremos ahora el problema de autovalores en dos dimensiones,
(Ly + Ly)(u) = Au, (x,y) € Ry X Ry, (v.3.21)

con una cierta condicion de contorno en el borde que haga a L, + L, autoadjunto, tal
como

u(a,y) = u(b,y) =0, u(z,c)=u(z,d)=0. (v.3.22)

El problema tipico es el de los autovalores del laplaciano en un rectangulo, —Au = Au,
(z,y) € Ry x R, 0sea,

0u  *u
_(@4»8_@/2) :)\U7 (xvy) € R, x Ry- (V323)

Escribiendo (v.3.21) como (L, + L, — \)u = 0, podemos aplicar el método de separacion
de variables, que conduce a las ecuaciones

L(X) = kX, X(a)= X(b)=0, (v.3.24)
L,Y) = (A—k)Y, Y(c)=Y(d)=0. (v.3.25)

Las ecuaciones (V.3.25) son ambas ecuaciones de autovalores para L, y L, (pues A no
estd determinado), por lo que

E= A, X(z)=X,(x), n=1,2,3,..., (v.3.26)
A=k = XN, Y@y =Ynly), m=1,2,3,.... (v.3.27)

Esto implica A = \,,,,, con

Aam = AT A (v.3.28)
Un(2,y) = Xo(2)Yin(y) (v.3.29)

Los autovalores de L, + L, en una region producto son, entonces, /a suma de los autova-
lores de L, y L,,, mientras que las correspondientes autofunciones son e/ producto de las
autofunciones de L, y L,,.
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Puede demostrarse que toda autofuncion de L, + L, en una region producto es, o bien
un producto de autofunciones de L, y L, (autofuncion producto), o bien una combinacion
lineal de autofunciones producto asociadas al mismo autovalor (cuando la dimension del
espacio propio es mayor que uno). Efectivamente, de existir una autofuncion no producto
con autovalor distinto de los correspondientes a las que si lo son, deberia ser ortogonal
a toda autofuncion producto, por ser las autofunciones de un operador autoadjunto orto-
gonales, pero toda funcion u(z, y) en R, x R, que satisfaga las condiciones de contorno
puede desarrollarse como suma o serie de autofunciones producto: Como V y € [c, d],

X (@), y)da

= n (1) X ; Cn = , .

u(, y) ;c (1) Xn(2), cnly) [ Xe() X () (v.3.30)

y, ademas,

SV @) Cay)dy
n = anm y Cnm = < s 3.31
=D 0 o = i oy (30
entonces
b rd yr« *

u(2,y) =D CamXa(@) YY), Cumn Ju Je Xi@Va)u(z yydedy 5 )

o P Xa () Xa()d [TV () Yi(y)dy

Una funcion ortogonal a todo producto, derivable y que satisfaga las condiciones de con-
torno debe, por lo tanto, ser nula (c,,,,, = 0V n, m).

Por otra parte, si se tiene una autofuncién no producto cuyo autovalor coincide con
alguno de los autovalores asociados con las autofunciones que si lo son, nuestro razona-
miento anterior muestra que la misma (ortogonal a todas las tipo producto que corres-
ponden a autovalores distintos al propio) debe, necesariamente, ser combinacion lineal
de aquéllas tipo producto con las cuales comparte autovalor y, por lo tanto, linealmen-
te dependiente. El conjunto ortogonal de todas las autofunciones producto w,,,,(x,y) =
X, (z)Y,,(y) es, entonces, completo en R, x R,,.

Ejemplos especificos seran desarrollados en las secciones siguientes.

V.3.3.  Autovalores y autofunciones de L, + g(z)L,
Consideremos, ahora, un problema de autovalores mas general,

1
(MLI + g(x)Ly)(u) = M, (x,y) € Ry X Ry, (v.3.33)
donde L, y L, son operadores diferenciales del tipo de Sturm-Liouville en las variables
x € y respectivamente.
Esta ecuacion surge, por ejemplo, al considerar el problema de autovalores del lapla-
ciano en una region circular —Au(r, 0) = Au(r,0), (r,0) € R, X Ry. Mas precisamente,
Pu  10u 10%u

Gzt g Tagp) =M eST<b 0<6<0n, (v.3.34)



V.3 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

que puede escribirse en la forma (v.3.33):

_(12( %) + l@)
ror Tar r2 00?

Como condiciones de contorno podemos considerar, por ejemplo, que u se anule en los
bordes si a > 0, 6,, < 2m. Si, en cambio, 6,, = 27 (anillo o disco), deben imponerse
condiciones de contorno periodicas en 'y, si a = 0 (disco o sector de disco), debe pedirse
que u permanezca acotada para r — 0, como se discutié anteriormente.

Retornando a (v.3.33), por simplicidad de notacion consideraremos en lo que sigue
que u se anula en el borde, con R = R, X R,y R, = [a,b], R, = [c,d]. Planteando
nuevamente en (v.3.33) una solucion producto u(z,y) = X (2)Y (y), se obtiene

= \u, (r,0) € R, xRy. (v.3.35)

1

@Lz (X ()Y (y) + 9(2) X (2) L, [Y (y)] = AX(2)Y (), (v.3.36)

y, por lo tanto, dividiendo por g(x) X (z)Y (v),
(

L1 LX@)] | LY
FERTEis (R R el (V337
es decir,
LYW 1 {1 LIX@] ) _
o = e X N (V:339)
con k constante. Esto conduce a las ecuaciones
L,Y(y)] = kY(y), Y(e)=Y(d)=0 (v.3.39)

L. [X ()] + kp(x)g(z)X(x) = Mp(x)X(z), X(a)=X(b)=0. (v.3.40)

La primera de estas ecuaciones es una ecuacion de autovalores estandar para L,, por lo
que

k=N, Y(y)=Y.(ly), m=1,2,3,... (v.3.41)

con \Y, e Y,,(y) los autovalores y autofunciones de L, con la condicion de contorno dada.
La segunda ecuacion la podemos ahora reescribir como

L7 X (z)] = Ap(x)X (z), X(a)=X(b)=0, (v.3.42)
que es una ecuacion de autovalores con peso p(z) para el operador
L7 = L.+ N g(z)p(z), (v.3.43)
donde el supraindice m indica que depende de \Y,. Entonces

A=A X(x)=X"(z), n=1,2,3... (v.3.44)

n
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donde \?, X'™(x), son los autovalores y autofunciones de L, identificando m el auto-
valor correspondiente de L.

Los autovalores ya no son la suma de los autovalores de L, y L,, pero las autofuncio-
nes contintlan siendo el producto de dos autofunciones, una de L, y otra de L con peso

p():

1 i o
[MLx + 9(2) LyJttnm = N U s U (2,9) = XT(2)Yo(y) . (V.3.45)

Por ejemplo, en el caso de la ecuacion (vV.3.35)para 0 < 6 < 27y 0 < r < b, con
u(b, 0) = 0, la ecuacion (v.3.39) resulta

2
_?97? ~ kO (v.3.46)

que, junto con las condiciones de contorno periddicas, implica ©() o< ¢™?, con k = v/
y v entero. La ecuacion (v.3.42) es, entonces,

o, OR. 1?
— Y+ ZR=17r)\ v.3.47
87‘(T8T)+7“R rAR, ( )
que es una ecuacion de autovalores para el operador de Sturm-Liouville L, = — 2 (r2)+

2 ., .
=~ con peso 7. Esta ecuacion puede escribirse como

R/ 1/2
R'+—+(\-—5)R=0,
T T
que es una ecuacion de Bessel. Para 0 < r < b, ya sabemos (ver capitulo III) que la tinica
solucién acotada de esta ecuacion es proporcional a

R,(r) = Ju,(VAr), (v.3.48)

con J, la funcién de Bessel de primera especie. La condicion de contorno R(b) = 0
implica entonces v\ = k% /b, con k el m-ésimo 0 de la funcién de Bessel .J,, v > 0
(J,(kZ) = 0). Por lo tanto, los autovalores y autofunciones del laplaciano en la region
0<r<b0<0<2r,son

A= (K22 /%, (1, 0) = Jy (K27 /b)e™ (V.3.49)
existiendo dos autofunciones linealmente independientes por cada autovalor si v # 0
(v = £|v)).

Tanto este caso como el caso de las autofunciones del laplaciano en regiones cilindri-
cas y esféricas se trataran con mayor detalle en las secciones siguientes.
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Figura 26: Esquema discreto para derivar la ecuacion de ondas en una dimension.

V.4. Ondas en una dimension espacial

V.4.1. Generalidades

El ejemplo mas tipico de ecuacion de tipo hiperbdlico es la ecuacion de ondas. Empe-
cemos estudiando el caso de una dimension espacial, considerando la propagacion de las
ondas que se producen en una cuerda vibrante homogénea. La ecuacidon que gobierna la
deformacioén de la cuerda vibrante sin forzado externo puede deducirse [9] considerando
un conjunto de particulas de masa m = ph, unidas por tramos, de longitud A, de una
cuerda con masa despreciable, sometida a tension constante 7". Llamaremos w;(t) al des-
plazamiento vertical de la j—ésima particula, medido a partir de su posicion de equilibrio
y 0; al &ngulo que forma con el eje x positivo el segmento de cuerda que une las particulas
j—eésimay j + 1—ésima (ver figura 26). Entonces, para deformaciones pequenas:

uj (t) — u;(t)
; .
Por lo tanto, las componentes de la tension sobre la j —ésima particula son:
w1 (t) — 2u;(t) 4 w1 (f)
h Y

sinf; ~ tant; ~

TV:TSiIle—TSiHQj_le Ty ~0

y la segunda ley de Newton implica:

. _ TUj+1 (t) — 2uj(t) + Uj,1<t>
i;(t) ~ " 32 :

Si, ahora, tomamos el limite » — 0 y m — 0, con p constante, el nimero de particulas
tiende a infinito y, al mismo tiempo, el indice j se transforma en una variable continua z,
de modo que el sistema de ecuaciones ordinarias se transforma en la siguiente ecuacion
diferencial:

Ut — V2 Uyy =0, (v4.l)
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donde los subindices indican derivadas parciales y v = /7/p es la velocidad de propa-
gacion, con p la densidad lineal de masa (constante) y 7' la tension. En caso de existir
una fuerza externa que actua sobre la carga, se obtendra la correspondiente ecuacién in-
homogénea, con inhomogeneidad igual a la fuerza externa por unidad de longitud de la
cuerda.

Mencionemos, también, que la ecuacion de ondas (v.4.1) puede obtenerse a partir de
la densidad lagrangiana

L=1p(uf —v’ul).

Las correspondientes ecuaciones de movimiento, 2 25 4 9 0%

5o T Brhe = 0 conducen inmedia-
tamente a uy — v2Uy, = 0 (ver VI.2).

V.4.2. Solucion de D’Alembert para la cuerda infinita

Antes de analizar los casos con condiciones de contorno, resolveremos la ecuacion de
onda para una cuerda infinita. En este caso, como veremos, basta con establecer las condi-
ciones iniciales para encontrar la solucion, tanto de la ecuacion homogénea o libre como
de la ecuacién inhomogénea o forzada. Dado que se trata de una ecuacion diferencial de
segundo orden en ¢, el proceso de determinar su solucion requiere dos integraciones y, por
lo tanto, es necesario el conocimiento de dos condiciones iniciales (perfiles iniciales de
deformacién y de velocidades). Comencemos por el problema homogéneo y determine-
mos su solucidn, conocida como solucion de D”Alembert. Como hemos visto, dado que
(v.4.1) es una ecuacion hiperbolica, su solucidon general tiene la forma

u(z,t) = f(x —vt) + g(z + vt), (v.4.2)

lo que representa una onda f(z — vt) propagandose hacia valores crecientes de x con
velocidad v (onda progresiva) y otra, g(x + vt), propagandose hacia valores decrecientes
de x con velocidad —v (onda regresiva). El primer término es constante a lo largo de las
rectas caracteristicas x — vt = ¢; y el segundo lo es a lo largo de las rectas caracteristicas
T + vt = co.

Dado que u(z,t) tiene la forma (v.4.2), las condiciones iniciales (deformacion y ve-
locidad iniciales de cada punto de la cuerda) implican

u(z,0) = ¢(z) = f(z) +g(z),
u(z,0) = P(x) = v[g'(z) — f'(x)]

y podemos determinar las funciones f y g como
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Figura 27: La deformacion u como funcion de x y ¢ para deformacion inicial ¢(x) =
(1 — |z|)H(1 — |z|) y perfil inicial de velocidades ¢ (z) = 0, v = 1.

donde V(z) = f;:) Y(2')dx’ es una primitiva de ¢(z). Teniendo en cuenta que V(z +

vt) — W(x — ot) = fjj’: W (x')dx’, se encuentra que la solucion esta dada por

z+ut
u(x,t) = %[gb(x —vt) + ¢(x + vt)] + %/ (a')dx' (v.4.3)
r—vt

que se conoce como la solucion de D’ Alembert. La forma inicial ¢(z) se separa, entonces,
en dos pulsos %qb(xivt) que viajan en sentidos opuestos, mientras que la velocidad inicial
origina dos pulsos de distinto signo i%\If(xj:vt), también viajando en sentidos opuestos.
Partiendo la integral en forma adecuada, es facil verificar que la solucion de D" Alembert
respeta (obviamente, pues asi la dedujimos) la forma general (suma de ondas progresiva
y regresiva) de la ecuacion v.4.2.

V.4.2.1. Solucion fundamental para la cuerda infinita

Es interesante observar que la soluciéon de D’ Alembert también puede expresarse en
la forma

u(x,t) = /OO [Ki(z — 2/, t)p(2") + K(z — 2/, t)(2")]da’, (v.4.4)
donde
K(x—x’,t):%[H(m—x'%—vt)—]—!(:v—x'—vt)] (v.4.5)

es la solucion de la ecuacion homogénea

Ki(r — 2’ t) — v* Koz —2',t) =0 (v.4.6)
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Figura 28: La deformacion u como funcién de x y ¢, para deformacion inicial ¢p(z) =0y
perfil inicial de velocidades ¢ (z) = H(1 — |z]),v = 1.

correspondiente a las condiciones iniciales K (z — 2/,0) = 0y Ky(z —2/,0) = §(z — 2’).
K(x — 2/,t) se denomina solucion fundamental y, a veces, funcién respuesta. Depende,
en el caso de una cuerda infinita, solo de la diferencia x — 2/, debido a la invariancia
traslacional. Para ¢t > 0, K(x,t) = 1/(2v) en el cono del futuro (la region |z| < wvt),
anulandose fuera del mismo, mientras que parat < 0, K(x,t) = —1/(2v) en el cono del
pasado (|xz| < —wvt), anulandose también fuera del mismo.

Parat > 0, K(x — ', t) es, por lo tanto, no nula (e igual a 1/(2v)) s6lo en el intervalo
|z — 2’| < vt, mientras que K;(z — 2/, t) = (0(z — 2’ + vt) + 6(x — 2’ — vt))/2. Para
t > 0, los datos iniciales que se encuentran fuera del cono del pasado del punto (z,t) no
afectan, en consecuencia, el valor de u(z, t).

La ecuacion (v.4.4) muestra que la solucion para las condiciones iniciales u(z,0) =
0V, ui(x,0) = 1(x) es la convolucion, en la variable x, de la solucion fundamental con
Y(z). Por su parte, la solucion correspondiente a u(z,0) = ¢(z), ut(x,0) = 0Vz es la
convolucion de K; con ¢(x). En efecto, es directo mostrar que, dado que K(z — 2/, t)
satisface la ecuacidn homogénea (v.4.6), K;(x — 2/,t) también la satisface. Ademas,
la segunda condicion inicial satisfecha por K (z — z’,0) muestra que su derivada tem-
poral satisface la condicidon de tener una deformacion inicial igual a la delta de Dirac.
En cuanto a su perfil inicial de velocidades, de la ecuacion diferencial (v.4.6) se tiene
Ky(z —2',0) = v?K,.(x — 2',0) = 0, debido a que K es idénticamente nula para ¢ = 0.

Notemos, también, que la solucion para u(z,0) = ¢(x) y ut(x,0) = 0Vz puede ob-
tenerse por convolucion de ¢(x) con Ky(x — 2/, t) y, por lo tanto, es la derivada temporal
de la solucion correspondiente a u(z,0) = 0Vz y u(z,0) = ¢(x), lo que puede verifi-
carse directamente. Finalmente, la propiedad de superposicion implica que la solucion de
la ecuacion homogénea, con ambas condiciones iniciales no nulas, es la suma de las dos
anteriores.
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t—t'=—(x—Xx")/v t—t'=(x—x")/v |
(x,0)

x',t"

t'—t=—(x'-x)/v

t'—t=(x'-x)/v

Figura 29: Izquierda: El cono del pasado y el cono del futuro respecto de un punto (z’, )
en el plano (x,t). Ambos forman el soporte de K (x — «’,¢t — t'), mientras que solo el
cono del futuro es el soporte de G(x — 2’,t —t"). Derecha: El cono del pasado de un punto
(x,t) en el plano (2',t"), que es el soporte de G(z — z',t — t').

V.4.2.2. Ecuacion inhomogénea. Funcion de Green causal para la cuerda infinita

Consideremos ahora el problema de las vibraciones forzadas de una cuerda. En este
caso, tendremos:

Ugt — UQUx:c = f(ma t) ) (V47)

con f(x,t) = F(x,t)/p, siendo F(x,t) la fuerza externa aplicada por unidad de lon-
gitud. Entonces (suponiendo que u, y u; se anulan para z — +00) tenemos dE/dt =
| fooo w F'(z,t)dz, donde la integral representa la potencia aplicada.

La solucion de (v.4.7) puede obtenerse por distintos métodos. Consideraremos aqui tini-
camente el método basado en la funcién de Green causal. Definimos la funcion de Green
causal como

Gz, t) = K(x,t)H(t), (v.4.8)

donde H(t) es la funcion de Heaviside. Puede verificar el lector que G(z — o', t — t')
satisface la ecuacion

Gulx — 2/t —t) —0*Gup(v — 2/t —t') = 5(t —t")6(z — 2') (v.4.9)

dado que Ky — v*K,, =0y K(x,t)0(t) = K(x,0)d(¢t) = 0. Entonces, G(z — ', t — ')
representa la respuesta del sistema a una fuerza impulsiva en el punto 2z’ y en el instante
t’, estando el sistema en reposo parat < t’. Depende solo de  — 2’ debido a la invariancia
traslacional. Ademas, G(z — a’,t — t') = G(2’ — z,t' — t) ya que, siendo autoadjunto
el operador en derivadas parciales, se satisface la propiedad de reciprocidad, de modo
totalmente analogo al ya discutido en el contexto de problemas de Sturm-Liouville. Como
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funcion de z,t, G(z,t) es no nula (e igual a 1/(2v)) sélo en el cono del futuro del punto
(', t") (|x—2'| < v(t—t")) mientras que, como funcion de z’, ', es no nula sélo en el cono
del pasado del punto (z,t) (|2’ — 2| < v(t—t')). La solucion de la ecuacion inhomogénea
(v.4.7), suponiendo que el sistema esta en reposo para ¢ = —oo y teniendo en cuenta
la linealidad de la ecuacion y el hecho de que podemos descomponer f(z,?) como una
integral de fuerzas impulsivas (f(z,t) = [~ [T f(2/,¢)d(x — 2')6(t — t')da’dt’), es

u(z,t) = /00 /00 Gz — 't =) f(a', t")dx'dt’, (v.4.10)

donde el integrando es, por supuesto, no nulo sélo en el cono del pasado del punto (z, t).
Esta doble convolucidn de la funcion de Green causal con la inhomogeneidad se conoce
como férmula de Duhamel.

Problema sugerido V.4.1 Verificar, utilizando la linealidad de la ecuacion que, efec-
tivamente, la expresion anterior para u(z, t) satisface la ecuacion (v.4.7).

La solucién general de la ecuacion

Uyt — Uzua:x = f(ili', t) )

con f(z,t) = 0 parat < 0y las condiciones iniciales u(x,0) = ¢(x), u(x,0) = (x),
puede entonces escribirse, para t > 0, como

u(z,t) = /00 [Ki(z — 2, t)p(2") + K(x — 2, t)(2)] da’
+ /_Z /_Z Gz — o't =) f(', ¢)d'dt", (v.4.11)

donde hemos utilizado la propiedad de superposicion, derivada de la linealidad de la ecua-
cion diferencial.
Como ejemplo simple, si f(z,t) = —cH (t) (fuerza constante parat > 0) y ¢(x) = 0,
Y (x) = 0, se obtiene, parat > 0,
c t z+ut!
u(z,t) = —— dt'/ de’' = —ct?*/2,
2v Jy -

—ot!

resultado que corresponde a una aceleracion constante de los puntos de la cuerda.

V.4.3. Cuerda semi-infinita con extremo fijo

Analicemos ahora el comportamiento de una cuerda semi-infinita con origen en x = 0.
Supondremos, primero, que la cuerda se encuentra fija en ese extremo, lo que implica
la condicion de contorno u(0,t) = 0V t. Consideremos, en primer lugar, la ecuacion
diferencial homogénea (f(z,t) = 0) con condiciones iniciales u(x,0) = ¢(x), us(z,0) =
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¥ (x), donde ¢ y 1 estan definidas para x > 0. Debemos, entonces, encontrar la solucion
al problema

Uy — V2 Uy = 0, (V.4.12)
u(z,0) = o), (v.4.13)
u(z,0) = P(x), (v.4.14)

para x > 0, con la condicion de contorno
u(0,) =0 Vt>0. (v.4.15)

Podemos utilizar la solucion de D’ Alembert que hemos estudiado antes, extendiendo
en forma ficticia la cuerda a todos los valores de = y considerando, después, sélo la solu-
cion en la region fisica x > 0, a condicion de garantizar el cumplimiento de la condicion
de contorno extendiendo adecuadamente las funciones ¢(z) y 1 (x), que solo estan defi-
nidas para x > 0, a la region no fisica < 0. Es un caso particular del llamado método
de las iméagenes, de amplia aplicacion en la resolucion de problemas con condiciones de
contorno. Veremos a continuacion que la forma adecuada de garantizar el cumplimiento
de la presente condicion de contorno consiste en extender ambas funciones que determi-
nan las condiciones iniciales como funciones impares de z. En efecto, la solucion a la
ecuacion diferencial tiene la forma

u(z,t) = f(x —vt) + gz +vt), Yo >0.
La condicion de contorno implica
u(0,t) = f(—vt) + g(vt) =0, Vt >0
0, equivalentemente,
f(=8) =—g(§), V¢ >0. (v.4.16)
Usando este resultado, resulta para la deformacion inicial
u(x,0) = f(x) +9(x) = f(z) = f(=2) = o(x), Yo =0,

De esta ultima expresion, evaluada en —z, resulta

lo cual muestra que, en efecto, la deformacion inicial debe extenderse como impar a la
region no fisica.
En cuanto al perfil inicial de velocidades,

u(r,0) = v(f'(z) — g'(x)) = ¢(x), Vo =0.
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Derivando la ecuacion (v.4.16) resulta

f(=&) =4(&), Yo >0.

Por lo tanto, tenemos

() = o(f'(x) = f(=x)), Vo >0.

En estas condiciones, ¢(—x) = v(f'(—z) — f'(x)) = —¢(z), Yz > 0, lo cual mues-
tra que también el perfil inicial de velocidades debe ser extendido en forma impar para
garantizar que se satisfaga la condicion de contorno de extremo fijo a todo tiempo ¢ > 0.

Resumiendo: en este caso puede usarse, para x > 0, la expresion de D’ Alembert de
la solucion para una cuerda infinita, extendiendo ambas condiciones iniciales en forma
impar respecto de x = 0, es decir,

¢(—x) = =o(x), (=) =—(z).

Es inmediato verificar que, entonces, la solucion (v.4.3) satisface la condicion de
contorno adecuada. En efecto, utilizando el subindice / para denotar las respectivas ex-
tensiones impares de las condiciones iniciales, se tiene

u(0,t) = %[gbl(vt) + ¢r(—vt)] + %/_ twf(w')da:/ =0, Vt >0,

donde hemos usado la definicion de funcién impar y que la integral de una funcién impar
sobre un intervalo simétrico se anula.

La consecuencia fisica inmediata es que los pulsos se reflejan en el origen con inver-
sion de signo, ya que el pulso que se propaga hacia la izquierda en la region fisica se
encuentra, al llegar al origen, con el pulso progresivo “virtual”, que proviene de x < 0
y que tiene el signo opuesto, el cual luego continua propagandose hacia la derecha en el
sector “real”.

La funcion respuesta correspondiente, definida para z > 0, 2/ > 0, es
Kp(z,2',t) = K(x — 2',t) — K(x + 2, t)
y satisface
Kp, (z,7',t) —v*Kp,, (z,2',t) =0,
Kp(xz,2',0) =0, Kp,(x,2',0)=0d6(x—2"), Kp(0,2',t)=0.

Representa la solucion de la ecuacion homogénea con las condiciones iniciales ¢(z) = 0,
Y(x) = d(x — 2’), que satisface la condicion de contorno K ;(0, 2, ¢) = 0. Esta no es otra
cosa que la solucion de la ecuacion homogénea para la cuerda infinita con las condiciones
iniciales ¢(z) = 0y ¢¥(z) = 0(z — 2’) — d(z + 2’). Notemos que Kp(z,2',t) ya no
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Figura 30: Izquierda: La deformacion de una cuerda semi-infinita con extremo fijo en
x = 0, como funcién de x y ¢, para deformacion inicial triangular y perfil inicial de
velocidades idénticamente nulo (con v = 1). Obsérvese la evolucion de los frentes de
onda progresivo y regresivo en la region fisica, asi como la reflexion con cambio de signo,
que ocurre a partir de ¢ = 2. Derecha: La correspondiente extension impar de la condicion
inicial.

es funcion de (z — 2’), dado que se ha roto la invariancia traslacional. La solucion final
puede escribirse como

u(z,t) = /OOO[KDt (z, 2/, t)p(x") + Kp(z, ', t)(a)]dx’
] Lol —vt) + o+ ut)] + [T (a)da' x> vt
Hep(vt — x) + ¢z +ot)] + [T (2 )da! = < vt

vt—x

(V.A4.17)

Del mismo modo, la solucion de la ecuacion inhomogénea uy; — v2u,, = f(z,t)
puede hallarse extendiendo f(z,t) en forma impar para z < 0 (f(—=z,t) = —f(z,t))y
utilizando entonces la solucidn para la cuerda infinita:

(e t) = / h / T Gl — st — ) [, ) da e
= /00 da’ /00 Gp(z,x' t —t')f(a',t)dt’,
0 —0
con
Gp(z,2',t) = Kp(z,2', t)H(t) = G(x — 2/, t) — G(x + 2, t) (v.4.18)
la funcion de Green causal para la cuerda semi-infinita, que satisface (para x > 0, 2’ > 0)
Gp,(z,2',t —t') —v*Gp,, (z,2/,t —t') = 6(x — 2/)6(t — 1),
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u(x,t) u(x,t)
1 1
t/to= 0 t/ty=2.75
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2 4 3 3 X/xq 2 4 3 3 X/xo
05 05
u(x,t) u(x,t)
1 1
t/ty= 0.5 t/to= 3
05 /—\ 05 /\
2 4 6 8 X/xg 2 4 6 3 X/xg
05 05
u(x,t) u(x,t)
1 1
t/to= 1 t/ty=3.25
2 4 o s X/xo 2 4 6 s X/xo
05 05
u(x,t) u(x,t)
1 1
t/ty= 1.5 t/ty=3.5
2 4 6 8 x/xg 2 4 6 3 X/xo
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u(x,t) u(x,t)
1 1
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2 4 o 8 X/xo 4 o s X/xo
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Figura 31: Perfil de una cuerda semi-infinita con extremo fijo para distintos tiempos. Aqui,
Zo Y to son unidades de espacio y tiempo tales que vty = .
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con la condicién de contorno Gp(0,2',t —t') = 0y la condicion inicial Gp(x, 2’ t —
t') = 0 parat < t'. Es facil verificar, entonces, que u(z,t) es la solucion particular de la
ecuacion inhomogénea que satisace u(x,t) = 0 parat — —oo, con u(0,¢) = 0V ¢.

Finalmente, discutamos el problema con condiciones de contorno inhomogéneas
Uy — V2 Uge = 0, u(0,t) = g(t). (v.4.19)

Supondremos u(z,t) = 0, u(x,t) = 0y g(t) = 0 parat < 0, de modo que, parat > 0,
la elongacién se origine solo por la condicion de contorno. Es facil ver que la solucion,
que tiene que ser de la forma (v.4.2), es sencillamente

u(z,t) = g(t — x/v), (v.4.20)

ya que satisface uy; — v*u,, = 0y la condicion de contorno. Las excitaciones en x = (
se propagan hacia la derecha con velocidad v. Puede escribirse la solucién también en
términos de Gp como

u(z,t) = 1)2/ Gp,, (x, 2 t —t)|w=o g(t")dt’, (v.4.21)

[e.9]

dado que Gp_, (z, 2, t)]pr—0 = v '0(x — vt)H(t) (x > 0).
Debido a la linealidad, la solucion general de la ecuacion

Ut — U2uxx - f(l’, t)

con las condiciones iniciales u(x,0) = ¢(z), us(x,0) = ¥ (z), y la condicion de contorno
u(0,t) = g(t), suponiendo que tanto f como g se anulan para t < 0, puede escribirse
como

u(z,t) = /OOO[GDt(:c,:v’,t)gb(x') + Gp(z, 2/, t)(a")]da’

- /dx’/ dt'Gp(z, 2’ t —t") f(2', t) + g(t —x/v). (V.4.22)
0 0
V.4.4. Cuerda semi-infinita con extremo libre

Pasemos ahora al caso de la cuerda con el extremo /ibre (u,(0,t) = 0, lo que impli-
ca que no existen fuerzas verticales en z = 0). En esta situacion, puede procederse en
forma analoga al caso de extremo fijo, esta vez completando las condiciones iniciales (y
la inhomogeneidad, si la hubiese) en forma par con respecto a x = 0 (¢(—x) = ¢(x),
Y(—x) =Y(x), f(x,t) = f(—z,1)). En tal caso, la solucion (v.4.3) implica

0af0,8) = [ (vh) + & (—~ot)] + o [0(vt) — Y(~0t)] = 0.
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Figura 32: Izquierda: La deformacion u(x,t) en la region fisica para una cuerda semi-
infinita con extremo libre, con deformacidn inicial triangular y perfil inicial de velocidades
idénticamente nulo (v = 1). Pueden observarse la reflexion sin cambio de signo y el
comportamiento de la derivada con respecto a z en x = (0. Derecha: La correspondiente
extension par de la condicidn inicial.

La consecuencia fisica es la reflexion de los pulsos, en el origen, sin cambio de signo.
La funcidn respuesta correspondiente es

Ky(z,2',t) = K(z — 2',t) + K(z + 2/, 1) (v.4.23)
y la funcion de Green causal es
Gn(z, 2’ t) = Kn(x, 2/, t)H(t) = G(z — 2/, t) + G(x + 2/, t). (v.4.24)

Ambas satisfacen, de modo evidente, la condicion de contorno de anulacion de su
derivada con respecto a x en z = (.

V.4.5. Cuerda Finita: energia y condiciones de contorno

La energia de un segmento de cuerda z; < z < x5 es

Ey = g / (u? + v*ul)dr (V.4.25)
X1

donde el primer término en el integrando representa la energia cinética por unidad de
longitud y el segundo, la energia potencial elastica. La derivada temporal de la ecuacion
anterior conduce a

dE., +,

2
dt — p/ (Ututt + ’U2'U/$Uxt)dl‘

x1

T2
— p/ [ (g — V2 Uge)]dx + pr2ugu, |2 (v.4.26)

Tl )
z1

207



V.4 ONDAS EN UNA DIMENSION ESPACIAL
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Figura 33: Perfil de una cuerda semi-infinita con extremo libre para distintos tiempos.
Aqui xg y to son unidades de espacio y tiempo tales que vty = x.
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donde hemos efectuado una integracion por partes. El primer término del lado derecho de
la igualdad anterior se anula si u(z, t) es solucion de la ecuacion de ondas (homogénea),
mientras que el segundo término representa el flujo de energia por unidad de tiempo (po-
tencia) a través de los bordes del segmento. El mismo es nulo si, en cada uno de los bordes
r = x;, 1 = 1,2, se satisface la version homogénea (f(t) = 0V¢, g(t) = 0Vt) de alguna
de las dos primeras condiciones de contorno locales que se detallan a continuacién:

1. Condiciones de contorno Dirichlet: posicion del extremo de la cuerda determinada
como funcion del tiempo: u(z = x;,t) = f(t). En particular, el caso homogéneo
f(t) = 0,Vt, representa la condicion de extremo fijo u(z = x;,t) = 0.

2. Condiciones de contorno Neumann: tension en el extremo de la cuerda determinada
como funcion del tiempo: u,(x = x;,t) = ¢(t). En particular, el caso homogéneo
g(t) = 0,Vt, representa la condicion de extremo libre (ya que u,(z = z;,t) = 0
implica anulacidn de la componente vertical de la tension en el extremo).

3. Condiciones de contorno Robin: cierta combinacion lineal de la deformacion y su
derivada normal en el extremo conocida como funcion del tiempo: w, (z = x;,t) +
ku(x = z;,t) = h(t), con kK > 0, donde n es la normal exterior (u,enz = x5y
—u, enx = x1). El caso homogéneo de la presente ecuacion representa el extremo
sujeto a una fuerza restauradora proporcional a la deformacion.

Para cualquier combinacioén de las dos primeras condiciones antes enumeradas en
uno y otro extremos es posible demostrar, usando el caracter constante de la energia que
aparece en la ecuacion (v.4.25), que la solucion de la ecuacion de ondas (tanto homogénea
como inhomogénea) en la region z; < x < w9, para determinadas condiciones iniciales
del tipo u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¢ (x), es unica. En efecto, la diferencia w = uy — ugy
entre dos posibles soluciones del mismo problema se anula inicialmente (w(z,0) = 0,
wy(x,0) = 0). Ademas, para condiciones de los dos primeros tipos, en los bordes satisface
w(z;,t) = 0,7 = 1,2 (o bien w,(x;,t) = 0,7 = 1,2, o condiciones de un tipo en
un extremo y de otro tipo en el otro extremo), por lo que su energia F, ., es constante
e igual a su valor inicial, que es nulo. Esto implica que w(z,t) es constante, es decir
w(x,t) = 0 en virtud de la condiciones de contorno e iniciales que satisface.

En el caso de condiciones Robin , w(z,t) = ui(x,t) — us(x,t) esta sujeta a acopla-
miento eléstico en el borde. Usando explicitamente las condiciones de contorno en ambos
extremos se tiene, de la ecuacion (v.4.26),

dE,, z, _ _kpv2 d 9

o  d
a2 E[w(@vt)]‘i‘a[w(xl,t)}

Integrando en la variable ¢ se obtiene para la energia

kpv?
2

E:m T2 (t) = [[W(I%t)ﬁ + [W(ml,t)]Q} < 0’
donde hemos usado que w(z,0) = 0V .
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Por su parte, la ecuacion (v.4.25) muestra que E,, ., () > 0. Por lo tanto, la energia
resulta idénticamente nula, lo cual conduce a w(zx, t) idénticamente nula y, por ende, a la
unicidad de la solucion.

V.4.6. Cuerda Finita: Resolucion por Separacion de Variables

El problema de una cuerda finita de longitud L, con condiciones de contorno ho-
mogéneas dadas en ambos extremos puede, en forma similar, resolverse mediante el méto-
do de las imagenes. Por ejemplo, si ambos extremos estan fijos, debera garantizarse que
u(0,t) = u(L,t) = 0, Vt > 0. Esto requiere que las funciones ¢(z) y 1(z), dadas s6lo
para 0 < x < L, sean extendidas como impares, tanto con respecto a + = () como con
respecto a z = L. Entonces, tendremos

¢(x) = —o(=x) ¢(r) = —o(2L —x), Vrel0,1]

0, equivalentemente, ¢(x) = ¢(—x) y ¢(z) periddica de periodo 2L. Lo mismo vale
para ¢)(x) y, eventualmente, para la inhomogeneidad. Sin embargo, la solucion se obtiene
de modo mas directo utilizando el método de separacion de variables, que conduce a un
desarrollo de las soluciones en autofunciones de un operador de Sturm-Liouville (Ver

V.3).
Consideremos, nuevamente, la ecuacion de ondas
Pu  ,0%
— =V . v.4.27
ot? v Ox? ( )

Planteando una solucion particular del tipo

se obtiene 7" () X (z) = v?* X" (2)T(t), es decir,

T X',
VT () X(x) ’

donde k debe ser constante, dado que los dos primeros miembros dependen Uinicamente
de t y x respectivamente. Se obtienen asi las ecuaciones

X" =-kX
T" = —(vk)T,
cuya solucion general es

X(z) = Acos(kz)+ Bsin(kz)
T(t) = acos(vkt)+ bsin(vkt),

sik+£0y
X(x)=A+ Bz, T(t)=a+bt,
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si k = 0. La solucion para k # 0 puede escribirse como

u(z,t) = [Acos(kx)+ Bsin(kz)|[a cos(vkt)+bsin(vkt)]
= 1[cos(kx—vkt)(Aa+ Bb)+cos(kz+vkt)(Aa— Bb)
+ sin(kz —vkt)(Ba— Ab) + sin(kz+vkt)(Ba+ Aa)

y se verifica que es de la forma f(xz — vt) + g(x + vt). Lo mismo ocurre para k = 0, ya
quez = 1((z+vt) + (z —vt) yt = 3((x + vt) — (z — vi))/v.
V.4.6.1. Cuerda finita con extremos fijos

Consideremos, en particular, una cuerda finita de longitud L. Si los extremos estan
fijos, tenemos la condicion de contorno

w(0,¢) = u(L, ) =0. (v.4.28)

Como ya sabemos, bajo estas condiciones de contorno, no existe solucioén con k = 0.
Para k # 0, la condicion en el origen exige A = 0y la condicion en x = L reduce a

Bsin(kL) =0,
de donde, para B # 0,
k:%ﬂ, n=1,2,...

Esto muestra que k es, efectivamente, real (no hay solucidon para k complejo), como co-
rresponde a un operador de Sturm-Liouville autoadjunto en la variable x. En efecto, los

. . . 2
valores de k2 son precisamente los autovalores del operador de Sturm Liouville L = —-4

dx?
con la condicion de contorno (v.4.28), y

X(z)=B sin(%x)

son las correspondientes autofunciones (recordemos que las correspondientes a autovalo-
res distintos son ortogonales: fOL sin(“x) sin(2=z)dz = £6,,,). Representan los modos
normales de vibracioén con la condiciéon de contorno (v.4.28). El n-ésimo modo posee
n — 1nodos z,, = “L,m=1,...,n — 1, enlos que X (z,,) = 0.

La solucidn particular producto es, pues, de la forma
u(z,t) = sin(n%x)[an cos(?t) + by, sin(n—g}t)] (v.4.29)

nm nmv

= A, sin(fx) COS(Tt —7), A, =+a2+b2,

con tanvy = b, /a,, que representa una onda estacionaria. Es la superposicion de ondas
sinusoidales de igual amplitud que se propagan en sentidos opuestos:

u(z,t) = I{an[sinlk,(z — vt)] + sin[k, (z + vt)]]
+by[cos[k, (x — vt)] — coslk, (z + vt)]]},
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conk, =nn/L,n=1,2,..00

Notese que, como indicaba nuestra discusion sobre el método de las imagenes, la
solucién (v.4.29) es impar y periodica de periodo 2L en la variable .

La solucion general de (v.4.27), en este caso, es de la forma

Zsm —x [ay, cos(%t) + b, sm(%t)] (v.4.30)

En efecto, si u(x,0) = ¢(x), wu(x,0) =1(x), entonces

o) = fj<%>
P(x) = ;nzvb sm(nfﬂx)

que representan el desarrollo de medio rango en serie de senos de ¢(z) y ¥ (x). Por lo

tanto,
a, = / o(z) sin( )

nm
b, = — dz .
— dJ( ) sin(—2)dz
Notemos, una vez mas, que la solucion general (v.4.30) no es de la forma X (z)7T'(t), sino

una suma de soluciones producto.

Funcion respuesta. La funcion respuesta K (x, ', t) es la solucion para las condiciones
iniciales ¢(z) = 0, ¢(x) = d(xz — 2’). En este caso, se obtiene:

2 nmw
n:07 b = ——sI —a' )
a — sin( 7 x')
de donde
mr . NI
Kpp(z,2',t) —% E sin( ) sin( A )sm(Tt).

La solucion anterior para u(x,0) = qb(a:), u(z,0) = ¢ (z) puede, entonces, escribirse
como

L L
u(a, ) = / Kpp, (@, 7', )¢(x’)da’ + / Kpp(e, o/, 0)b@)de’ ., (v.431)

en forma similar al caso de la cuerda infinita. Notar que, como en el caso de la cuer-
da semi-infinita, Kpp(x,2’,t) es funcion de x y 2’ separadamente, y no de = — 2/,
ya que se ha perdido la invariancia traslacional. Sin embargo, sigue cumpliéndose que
Kpp(z,2',t) = Kpp(a',z,t), debido al caracter autoadjunto del operador de Sturm-
Liouville en la variable x.
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Figura 34: Evolucion de la elongacion de una cuerda finita fija en los bordes para con-
dicién inicial u(z,0) o sin(mz/L) + sin(2rx/L), us(x,0) = 0. L es la longitud de la
cuerda y T el periodo del modo fundamental.
V.4.6.2. Cuerda finita con extremos libres
En este caso, la condicion de contorno es
uz(0,t) = u, (L, t) =0. (v.4.32)

Para k # 0, las condiciones de contorno implican B = 0 y la ecuacion

Asin(kL) =0,
de donde nr
k=— =1,2,....
L Y n 9 Y
Por su parte, para k = 0 sobrevive el modo constante en x. Resumiendo, se tiene
nm
k=— =0,2,....
L J n ) Y

Esto muestra que k es, efectivamente, real, como corresponde a un operador de Sturm-

Liouville autoadjunto (no hay solucidn para k& complejo). En efecto, los valores de k2 son
d2

los autovalores del operador de Sturm-Liouville L = — 7= con la condicion de contorno
(v.4.32),y
X(x) = Acos(n%:c)
son las correspondientes autofunciones. Poseen n nodos z,, = (3 + m)L/n, m =
0,...,n—1,enlos que X(z,,) = 0. La solucion particular para n # 0 es, pues,
u(z,t) = cos(%a:)[an cos(n—zvt) +b, sin(%t)]

= %{an[cos[kn(x — vt)] + cos|kn(x + vt)]]
+by [sin[k, (z + vt)] — sinlk,(x — vt)]]},
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conk, =nn/L.Sin =0,

u(z,t) =a+bt.
La solucion general es
- nm nmv nmv
u(z,t) = 3(ao + bot) + Z COS(TI)[an cos(Tt) + by, sm(Tt)] (v.4.33)

n=1

Se trata, en este caso, de una funcion par con respecto a x = 0y periddica con periodo
2L.

Siu(z,0) = ¢(x), ui(z,0) =1(x), entonces

= nw
o(r) = %ao—l—Zancos(fx

nm

() = 1b0+2”7”’b cos(=a),.

que representan el desarrollo de medio rango en serie de cosenos de ¢(z) y ¥ (x). Por lo

tanto,
a, = / o(z) cos —x)

L
b, = — w( )cos(n%a:)dx by = 2/ U(z)de .
0

nwv Jo

de modo que
2 oo
Kyy(a,a/ )=+ +—3 :cos<%x) cos(%x’) sin(Z204).

La solucion anterior para u(z,0) = ¢(x), us(x,0) = ¥(x) puede, nuevamente, escribirse
como en (V.4.31).
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V.4.6.3. Funcion de Green causal para una cuerda finita

La solucion de la ecuacion inhomogénea

Pu 0%

o =V = J(@.0), (v.4.34)

con u(z,t) = 0 antes de la accion de la fuerza y u(0,t) = u(L,t) = 0, puede expresarse
como

L ]
u(x,t) = / d:r’/ Gpp(x, o't —t") f(«', t")dt’, (v.4.35)
0 —00

donde
GDD(l’, .1'/, t) = KDD(x, l’/, t)H(t)

es la funcion de Green causal. Podemos llegar a este resultado directamente, notando que
G pp satisface la ecuacion

Gpp,(z, 2, t) —v*Gpp,. (z,2',t) = 6(x — 2')6(t)

parax,z’ € (0, L), conjuntamente con la condicion de contorno respectiva (G pp (0, 2/, t) =
Gpp(L,2’,t) = 0 para una cuerda finita con extremos fijos).

El resultado (v.4.35) puede ser también obtenido desarrollando f(z,t) y u(z,t) en
serie de Fourier con respecto a z. En el caso con extremos fijos,

(CUIED WACENEE)
u(z,t) = icn(t)sm(”—gx), (V.4.36)
con
ft) = 3 [ s nsnEo
enlt) = % /0 i t) sin( ") dz

Obtenemos, también,
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Ademas, si g, (2, t) = Y | by(t) sin(2Fx), entonces

n=1

L
b, (t) = Z/o Uz (T, 1) sin(%x)dw

L nm

= 2 fuatar ) sin(") /0 el 1) cos(" ) )

9 L
= Z{—%u(m t) cos(%x)f - (%)2/0 u(z,t) Sin(%x)dm}
2nm nm
= 2 0u(0,) — (~1)"u(Z )] ~ (O Vea(t). (v.437)
Por lo tanto, si u(x, t) satisface la condicion de contorno homogénea u(0,t) = u(L,t) =
0= by(t) = —(2)%cn(t), tal como se obtendria al derivar dos veces con respecto a « el
desarrollo (v.4.36).

Reemplazando estos resultados en (v.4.34) se obtiene, finalmente, una ecuacion dife-
rencial ordinaria para ¢, (t),

d?c,, nmv

dt2 +( I )2Cn:fn(t)a

cuya solucion es (recordar que la funcion de Green para esta ecuacion es g(t) = + sin(kt) H (t),
con k = "7, que satisface g(0) = 0, ¢'(0) = 1)

L e nmTv

cn(t) = — sin[ 7 (t—tH(t —t')fu(t)dt
mrv/ da:/ dt’ sm —t"]H (t—t") sin(n%x')f(m’,t').
Por lo tanto,
cn(t) sin( dx dtG (x, 2/t =) f(a' ). (v.4.38)

Problema sugerido V.4.2: Resolver el caso de la cuerda finita con extremos libres.

V.4.6.4. Condiciones de contorno inhomogéneas

Consideremos ahora la ecuaciéon homogénea (v.4.27) con la condicion de contorno no
homogénea

Si uo(t) y pur(t) son constantes o dependen, a lo sumo, linealmente de ¢ el problema puede
resolverse trivialmente:

uo(,t) = po(t) + 2(pr(t) — po(t))/L
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es, en esta situacion, una solucion de (v.4.27) que satisface la condicion de contorno
(v.4.39). Por lo tanto, la solucion general sera u(z, t) = ug(z, t)+uy (2, t), donde u; (z, t)
es una solucion de (v.4.27) que satisface la condicion de contorno homogénea (v.4.28).

Si la dependencia no es lineal en ¢ o constante, podemos igualmente escribir u(z,t) =
up(x,t) + uy(z,t), donde u; (x, t) satisfara la condicion de contorno homogénea (v.4.28)
y la ecuacion de onda inhomogénea (v.4.34), con f(x,t) = algff’f El problema puede
luego resolverse como en la seccion anterior utilizando la funcidon de Green.

Otra forma de proceder es proponer, nuevamente, una expansion (v.4.36) y utilizar el
resultado (v.4.37), donde aparecen naturalmente u(0,¢), u(L, t). Se obtiene asi

T (g, = 2T ) — (-1,
de donde
alt) = 2 _Zsm["L (t = ) H(t — ) o() — (—1)" ().
Por lo tanto,
u(z,t) :ch(t) Sin(%x

= _U2 / [CTYDD/z ('xv Lat - t/):uL(t/) - GDD; (:C7 Oat - tl>ﬂo(t/)]dt/ 7(V440)

o0

donde Gppr (7, 20,1) = 77 2 Gpp(x,2',t)|—s,. La solucion queda, asi, expresada direc-
tamente en términos de 1o(t), pur(t), y las derivadas de la funcion de Green correspon-
diente a condiciones de contorno homogéneas del mismo tipo, evaluadas en los extremos.

V.4.6.5. Energia de la cuerda finita con extremos fijos

Consideremos, por simplicidad, el caso de extremos fijos. La energia del modo normal
(v.4.29) es

L
E = E/ [W?(z,t) + v*ui(z,t)]dr
0

L
P g, mT o MT R PEVLLLINIY
= A (— 7 )2 /Osm (_L x)dx [5pL(— 7 )2A2]. (v.4.41)

El ultimo término entre corchetes es la energia £, = imw2A2 de un oscilador de ma-
sa m = pL, frecuencia w, = nmv/L y amplitud A,. La energia del modo normal es,
entonces, la mitad de la energia del oscilador correspondiente con amplitud maxima A,
(lograda en el punto medio entre dos nodos).
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Debido a la ortogonalidad de los modos normales, la energia de la solucién general
(v.4.30) de la ecuacion homogénea (v.4.27) serd

1 o
-1 pL(% - —m Zw2A2 (V.4.42)
n=1

Problema sugerido V.4.3:
a) Probar el resultado anterior. b) Encontrar la expresion de la energia para el caso de
extremos libres.

V.5. Difusion en una dimension espacial

V.5.1. Generalidades

El ejemplo mas importante de ecuacion parabodlica es la llamada ecuacion de difu-
sion. La necesidad de resolver esta ecuacion surge en una gran variedad de situaciones
fisicas asociadas a fendmenos irreversibles que van desde la descripcion de los cambios
en concentracion de una sustancia en solucidon hasta la evolucioén de la temperatura en
un material que conduce calor. Tomaremos este ultimo ejemplo como hilo conductor de
esta seccion. Si bien trataremos aqui el caso de una dimension espacial, resulta natural
empezar por derivar la ecuacion en el caso general, que serd luego retomado en la seccion
V.7.

Sea u(r,t) la temperatura de un material conductor con calor especifico ¢ en una
region simplemente conexa R con borde S. Teniendo en cuenta que el flujo de calor por

unidad de area a través de una superficie esta dado por la ley de Fourier: J = —xVu(r, t),
la conservacion del calor en presencia de una fuente de calor j(7,¢) implica la ecuacion
d
pr pcu( t)dV = I@'/ Vu(r,t) - dA—i—/ (7, t)dV . (v.5.1)
R

A su vez, esta ecuacion puede reescribirse, teniendo en cuenta el teorema de Green
(ver Apéndice B) y el hecho de que debe ser valida para cualquier region interna R del
material, como la ecuacion diferencial

ut('r,t) — aAu(r,t) = f(r,t),

donde u; = %4, A = dwg + dy2 + d 2 esel laplacianoy o = k/(pc) > 0, f = j/(pc). Esta

ecuacion se denomina ecuacion general de difusion y es una ecuacidn diferencial lineal
de tipo parabolico. En ausencia de fuentes se obtiene la ecuacion de difusion homogénea

ug(r,t) — alAu(r,t) =0.

Ambas ecuaciones son, obviamente, también validas en un nimero n arbitrario de
dimensiones espaciales. Comenzaremos estudiando el caso de una dimension.
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V.5.2. Evolucion de la temperatura en una barra infinita
Consideremos la ecuacion
U — QUge = 0, a>0 (v.5.2)
para la temperatura u(x,t) en una barra infinita con la condicion inicial

u(z,0) = ¢(x) . (v.5.3)

Obsérvese que, a diferencia de lo que ocurre en el caso de las vibraciones de una cuer-
da, aqui tenemos una ecuacion de primer orden en derivadas temporales y, por lo tanto,
basta especificar s6lo una condicion inicial para realizar su integracion. Por supuesto, en el
caso de barras semi-infinitas o finitas seran necesarias, ademas, condiciones de contorno.

Multiplicando la ecuacién (v.5.2) por e~ ¢ integrando con respecto a x, se obtiene

Ui(k,t) + ak?*U(k,t) =0, (V.5.4)

donde

Uk, e~y (z, t)d

tm/

es la transformada de Fourier (TF) de u(x,t) respecto de =. La ecuacion (v.5.4) es una
ecuacion diferencial ordinaria en t para U, cuya solucidon para ¢t > 0 es

Uk, t) = e “¥'U(k,0), (V.5.5)

donde U(k,0) es la TF de u(z,0).
Utilizando, ahora, las propiedades de la TF (ver IV) obtenemos, luego de efectuar la
transformacion inversa,

u(z,t) = \/ﬂ/ ek U (k, t)dk
= / K(zx — 2 t)u(z’,0)d’, (v.5.6)
con
1 o] " e—oszt
K(z,t) = — e ——dk
(z,¢) V2T J oo v 2T
e—acQ/(4at)
= —— t>0. (v.5.7)
dmat

K(xz — 2',t) es la funcion respuesta o nucleo de la ecuacion de difusion del calor en la

barra infinita y representa la temperatura u(x, t) en la posicion x y tiempo ¢ > 0 para una
temperatura inicial u(z,0) = §(x — 2’), localizada en z = 2’
Kz —2',t) — aK(x —2',t) = 0,

lim K(x —2',t) = §(x—2a'). (v.5.8)

t—0t
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En el caso de la barra infinita, en que no existen puntos singularizados por la im-
posicion de condiciones de contorno, el nicleo de la ecuacion de calor depende solo
de la diferencia x — 2’ ya que, en este caso, la ecuacion (v.5.2) es invariante frente a
traslaciones espaciales. La solucion general (v.5.6) puede entenderse, entonces, como la
suma de soluciones elementales K (z — ', t) moduladas por el factor u(z’,0), dado que
u(x,0) = [T 6(z — 2 )u(a’,0)d’.

K(x — 2/,t) es una Gaussiana centrada en = 2’ con desviacion estandar o(t) =
V2at. Dado que la cantidad total de calor debe conservarse e, inicialmente,

[Z 6(z — a')dz = 1, se cumple que

/ K(z,t)de =1

V't > 0, como puede verificarse directamente. Al aumentar ¢, la distribucion K (x,t)
se “achata”, aunque conserva su area. Para x # 0 fijo, K(z,t) posee un maximo en
to = 2%/(2), con K (z,ty) = 1/(v/2mex), disminuyendo luego como t~/2 para t — oc.
Notemos también que, si t > 0, K(z,t) # 0V z # 0, lo que indica una velocidad
infinita de transmision del calor. La ecuacion (v.5.2) es claramente no relativista, es decir
no invariante frente a transformaciones de Lorentz (en contraposicion con la ecuaciéon de
ondas). No obstante, K (z,t) es muy pequeiio para z > o(t).

Problema sugerido V.5.1: Elaborar una simulacion computacional que haga visible
el comportamiento de K (z,t) que acaba de describirse.

Ejemplo V.5.1: Si u(z,0) = Acos(kz) = ARe[e?**] =
u(z,t) = ARe[e™* e %) = Acos(kax)e "

resultado que puede obtenerse de (V.5.6)—(V.5.7) o directamente de (v.5.5), planteando
u(z,t) = e**U(k,t). La solucién general (v.5.6) es, pues, la “suma” de soluciones ele-
mentales para condiciones iniciales u(x,0) = U(k, 0)e*®. Este ejemplo muestra también
que oscilaciones espaciales iniciales de la temperatura decaen tanto mas rapidamente al
aumentar ¢ cuanto mayor sea la frecuencia k. Si k = 0, u(x, t) = A, constante.

Ejemplo V.5.2: Si u(z,0) = Ae *"/"/\/7r, r > 0 (distribucion inicial gaussiana de
temperaturas) =

( ) 1 6—z2/(r+4at) AK( ) r
u(r,t) = A—— = r,t+1ty), to=-—,
7(r + 4at) O 0T 4a

lo que puede obtenerse de (v.5.6) o, directamente, notando que u(x,0) = AK(z,ty).
La distribucién de temperaturas permanece gaussiana ¥V ¢ > 0. Si r — 0%, u(z,t) —
AK (z,t).
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A

Figura 35: Grafico de la funcion respuesta K (z,t) de la ecuacion de difusion en la barra
infinita (o y o son unidades tales que aty/z% = 1y Tj es la unidad de temperatura.).
Abajo se muestran los perfiles en funcion de x/x( para tiempos fijos ¢ /to = 0,1,1y 10,y
en funcion de t/t, para posiciones fijas z/z¢ = 0, 1, 2.

u/Ty

0.8F

x/xg

-6 —4 -2 0 2 4 6

Figura 36: Perfil de la temperatura u(z,t) en la barra infinita para temperatura inicial
u(z,0) = 0(x — 2x¢) + §(x + 2x¢) a tiempos t/ty = 0,1,1 y 10. Se observa que las
irregularidades iniciales son fuertemente atenuadas al aumentar el tiempo, no quedando
practicamente indicios del doble pico inicial para tiempos grandes ¢/ty > 1.
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V.5.3. Ecuacion inhomogénea. Funcion de Green.

Consideremos, ahora, la ecuacion inhomogénea
U — QU = f(2,1).

La misma representa la distribucion de temperaturas en una barra cuando existe una
fuente externa que aporta una cantidad de calor pcf(z,t) por unidad de tiempo, donde p
es la densidad de la barra y ¢ su conductividad térmica.

Procediendo como en el caso anterior, es decir, multiplicando por e~
obtenemos,

ikx

e integrando,

Us(k,t) + ak?U(k,t) = F(k,1),

con F'(k,t) la TF de f(x,t) con respecto a x. La solucion de esta ecuacion diferencial
ordinaria en ¢ es, para U (k, —00) = 0,

U(k;,t):/ e M (t — ) F(k, t')dt .

o0

Aplicando, ahora, la transformada inversa se obtiene

u(z,t) = /_00 /_OO Glx — 2t =) f(2,t')da'dt’ (v.5.9)

donde

—z2/(4at)
€
G(z,t) = K(x,t)H(t) = ———H(1). v.5.10
(@) = K 0H@) = H (0 (v5.10)
La funcion G(z—2',t—1t) es la funcion de Green de la ecuacion del calor y representa
la solucion causal u(x, t) para una inhomogeneidad puntual f(x,t) = §(x — 2/)5(t — t'):

Gilx — 2/t —t') — aGue(z — 2"t —t') = 0(x — 2")o(t — 1),

como puede comprobarse directamente utilizando (v.5.8) o (v.5.6).
La solucidn general (v.5.9) puede, nuevamente, entenderse como la suma de las solu-
ciones elementales G(x — 2/, ¢ — t') moduladas por el factor f(2',¢'), dado que f(x,t) =

J22 20 @ )3 (x — a")o(t — t)dt da.
V.5.4. Barra semi-infinita con condicion de contorno homogénea

Consideremos, ahora, el caso de una barra semi-infinita cuyo extremo se mantiene
a temperatura nula a todo tiempo. Si la barra se extiende a los valores de x dados por
0 < x < oo, deberemos resolver la ecuacion (v.5.2) en la region x > 0 con la condicién
inicial (v.5.3) y la condicién de contorno

w(0,t) =0, Vt>0. (v.5.11)
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Podriamos proceder como en el caso anterior, utilizando la transformada seno en lu-
gar de la TF completa. No obstante, es equivalente, pero mas comodo y fisico, utilizar el
método de las imagenes. La condicion (V.5.11) se puede simular completando la tempe-
ratura inicial u(x,0) = ¢(z) en forma impar para x < 0: u(—x,0) = —u(x,0). En esta
situacion, utilizando la solucion (v.5.6),

u(0,t) = / K(0—2',t)u(z’,0)dz’ =0,

por ser u(z’,0) impary K(—x',t) = K (', t) par (con respecto a x’). Obtenemos, enton-
ces,

u(z,t) = /K(m — 2’ tyu(a’,0)dx’ :/KD(x, o' tu(’,0)d’ (v.5.12)
—00 0
Kp(z,2',t) = K(x—2't)— K(z+2',t), (v.5.13)

donde Kp(z — 2/,t) es la funcion respuesta para la barra semi-infinita con la presente
condicion de contorno. Esta ultima no es otra cosa que la diferencia de las respuestas
a fuentes puntuales en =’ y en —z’. Notemos que Kp(x,z’,t) no es mas una funcion de
x—21', ya que se ha perdido la invariancia traslacional. Tampoco se conserva la cantidad de
calor Q(2',t) o< [ Kp(z,2’,t)dz, ya que el sistema pierde calor en z = 0. Tenemos,
en cambio, Q(2’,t) — 0 para t — oo, como puede comprobarse facilmente.

En forma analoga se procede para el caso inhomogéneo. Completando a f(x,t) en
forma impar con respecto a x = 0 V ¢ se obtiene

u(z,t) = /OO {/000 Gp(z, 2’ t =) f(2, t)d'| dt’ (v.5.14)

oo

con
Gp(z,2',t) = Kp(z,2',t)H(t) =Gz —2',t) — Gz + 2, 1),

que representa la diferencia de las respuestas del sistema a inhomogeneidades puntuales
en (2/,t') yen (—2',t'). Aqui, Kp y Gp quedan definidas por

Kp,(z,2',t) — aKp, (z,2,t) =0, ©>0,2">0,t >0
lim Kp(z,2',t) =d6(x —2), Kp(0,2',t) =0 (v.5.15)

t—0t

Gpi(z,2't) —aGp,, (x,2',t) = d(x—2)o(t—1t), ©>0,2">0
GD(O,x',t) = 0.

En forma similar se puede tratar la condicion de contorno de Neumann

uz(0,t) =0,
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que corresponde a una barra térmicamente aislada en x = 0. En este caso, se debe com-
pletar la condicion inicial y la inhomogeneidad en forma par con respecto a x = 0:
u(—z,0) = u(z,0), f(—z,t) = f(x,t). Las soluciones se encuentran como en el caso
anterior, reemplazando Kp(x,2',t) y Gp(z,2',t) por

Ky(z, 2 t) = Kz —2',t)+ K(z+2',t)
Gn(z,2')t) = Ky(z,2,t)H(t) = G(x —2',t) + G(x + 2/, 1),

que representan ahora la suma de las respuestas a fuentes puntuales en en ' y en —a’
y que satisfacen las mismas ecuaciones anteriores pero con la condicion de contorno
Ky, (0,2',t) = 0, Gy, (0,2',t) = 0. No son funciones de = — 2, aunque en este ca-
so se verifica

/ Ky(z, 2’ t)de =1,
0

vVt > 0, ya que el sistema esta aislado.

Problema sugerido V.5.2: Probar el resultado anterior.

V.5.5. Barra semi-infinita con condiciones de contorno inhomogéneas
V.5.5.1. Solucién general

Resulta de gran interés fisico resolver el problema de la determinacion de la tempera-
tura en una barra semi-infinita conociendo la temperatura en el origen como funcion del
tiempo. Deberemos resolver, en este caso,

Ut — QUgy = f(xat)a
u(z,0) =0, 0<z< o0,
u(0,t) =g(t) t>0. (v.5.16)

Notese que, por continuidad, g(0) = 0. Nos limitaremos a considerar el caso de la
ecuacion homogénea, con distribucion inicial de temperaturas nula. La linealidad de la
ecuacion diferencial, junto con la de las condiciones complementarias, nos permite hacer-
lo. Gracias a la validez de la propiedad de superposicion, el problema completo se obtiene
sumando al que trataremos aqui otros que ya hemos estudiado.

La inhomogeneidad en las condiciones de contorno puede ser trasladada, también
gracias a la propiedad de superposicion, a la ecuacion diferencial, definiendo:

u(z,t) = w(z,t) +v(z,t),

de donde resulta que la funcion v(z, t) satisface:

Uy — Qg = — [wy(z, 1) — Qwg,(z,1)] ,
v(x,0) = —w(z,0) +u(z,0) = —w(z,0), 0<z<o0,
v(0,t) = g(t) —w(0,t), t>0. (v.5.17)
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En el parrafo anterior, w(z,t) es una funcion completamente arbitraria. Sin embargo,
podemos elegirla como
w(z, ) = g(t).

De este modo, v(z, t) satisfara la condicion de contorno homogénea en x = 0, que sabe-
mos resolver. Notar que, en el caso particular de ¢g(¢) = T constante, lo que hemos hecho
se reduce a separar la solucion estacionaria, constante en toda la barra. Volviendo al caso
general, sabemos que, en estas condiciones tenemos:

UV — QUgy = _g(t) )
v(z,0) =0, 0<z<o0,
0(0,6) =0 t>0. (v.5.13)

Por lo tanto, usando la funcion de Green causal, se tiene
t [ee)
v(x,t) = / / de'dt' Kp(x, 2’5t — ) g(t)
0

= = [T Roeste - o+ [ [T arar KR
0

_ /0 il g(#) [z — ') — 8(z + )] + /0 /0 dx’dt’aKD(x’ai:; L=8) 0wy,

donde hemos integrado por partes. Ahora, teniendo en cuenta que la segunda delta de
Dirac esta evaluada en un punto exterior a su soporte, se verifica:

OKp( t—t
v(z,t) / / ar'ar 250 ; Do, (V.5.19)
Volviendo a la determinacion de u(x, t), tenemos:
OKp( t—1
u(z, ) / / a2 >g(t') . (v.5.20)
ot
Utilizando la ecuacion que satisface el nucleo de calor, que 9Kp (gt"’”’t’t/) = _aKD(gff’t*t/)
y que a;% = 6552’3 , encontramos, finalmente:
t / t /
OKp(z;t —1t') / OK (x;t —t')
t) = — dt'g(t ) ————~ = =2 dt'g(t') ————=, (v.5.21
u(z, 1) O‘/o o) 2 o [ ara) =51 vsan)

donde Kp(x;t—t') es el nticleo de calor de una barra semi-infinita sujeta, en sus extremos,
a la correspondiente condicion de contorno homogénea y K (x;t—t') es el nicleo de calor
de una barra infinita.

Se ve de la ultima expresion que la respuesta a una condicion de contorno impulsiva

u(0,t) = &(t) es proporcional a la derivada del nicleo de calor con respecto a la variable
Z.
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V.5.5.2. Problemas sin condicion inicial y propagacion de variaciones periédicas de
temperatura en un extremo

Un problema interesante por sus aplicaciones es el de una barra semi-infinita con
dada temperatura en su extremo, cuando se la estudia a un tiempo suficientemente grande
con respecto al inicial (tiempo ¢, en que se inicio el proceso de difusion). En este caso,
puede reemplazarse la condicion inicial por la condicién de acotacion y tener en cuenta
solo el efecto de la condicidén de contorno. Un ejemplo de aplicacion de este caso es la
determinacion del potencial en una linea de transmision con pérdidas [18]. Otro, es la
determinacion de la temperatura por debajo de la superficie terrestre a una profundidad =z,
conociendo la temperatura en la superficie. Consideremos la ecuacion

Up — QUgy = 0, x>0, (v.5.22)

con la condicion de acotacion |u(z,t)| < Cy paraz — ooy |u(z,t)| < Cy parat — —oo
y la condicion de contorno

u(07 t) = g(t> )
donde ¢(t) permanece, también, acotada cuando ¢ — —oo. Sabemos, en base a lo estu-
diado hasta ahora, que la solucién, valida para todo ¢t > ¢, esta dada por

u(w,t) = [7 de'p(a’) Kp (2t —to) — 2a [, di'g(t') G =

— Il + [2 5 (V523)

donde () es la distribucion inicial de temperatura en la barra. Nos interesa el limite
en el cual {5 — —oo de esta solucion. Es facil ver que, si se cumplen las condiciones
de acotacion, la primera integral (que llamaremos /;) — 0 en dicho imite. En efecto, se
cumple

n<cy [ a2t [| W — eTia |
1 < 1 1T — 64a(t—t0) — €4a(t—t0)
0 Vi—to
i 201 /\/4a(tto) d —22
= — ze %,
VT Jo

donde hemos hecho un cambio de variable conveniente en la integral.
Dado que esta ultima integral tiende a cero cuando ¢, — —oo, la contribucion de Iy
se anula en ese limite. En el mismo limite, la solucion (v.5.23) se reduce a

t Y t Y
u(z,t) = —2a/ dt'g(t')w = —2a/ dt’g(t')w .(v.5.24)

—0o0 —00

A continuacion, analizaremos otras dos formas alternativas de obtener este mismo
resultado. Consideremos, primero, el caso mas simple en que

g(t) = Ty cos(wt) = Ty Re[e™"] .
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Proponiendo una solucién del tipo
u(z,t) = Toe™'v(x)

se encuentra que v(x) satisface
iwv —av” =0,

cuya solucion es

’U(ZL‘) :Aley/iw/ax_’_AQQg—\/iw/ocaz?
con \/iw/a = e™/*\/w/a = (1+i),/2=. La condicion |v(co)| < co implica

v(z) = { ﬁi:ﬁtg:g 5 z 8 , Y(w) = % (v.5.25)
Por lo tanto, si w > 0, la solucidon que satisface la condicion de contorno es
u(z,t) = Tye T @A+t (v.5.26)
con
Re[u(x,t)] = Toe ") cos(wt — y(w)z) (v.5.27)

que indica una disminucién exponencial de las oscilaciones termicas que ocurren en la su-
perficie (ver Figura 36). La longitud de penetracion d(w) = 1/v(w) = /2« /w disminuye
al aumentar w. Surge, ademas, un retraso ot = ry(w)/w = /v 2a en las oscilaciones a
una profundidad x, que corresponde a una “velocidad de propagacion” v/2aw. Notemos
finalmente que, si w = 0, = u(x,t) = G (solucion estacionaria constante).

La solucion general para una condicion de contorno arbitraria puede hallarse como
suma de las soluciones anteriores, desarrollando a g(¢) = u(0, t) en integral de Fourier:

o) = \/% /_ Clw)e dw, Glw) = \/% /_ g(t)etdt

Efectuando la TF de la ecuacion (V.5.22) con respecto a t, se obtiene
iwlU (z,w) — alUpy(r,w) =0, (v.5.28)

con

U(z,w) e “tdt

“

la TF de u(x,t) respecto de t, que satisface U(0,w) = G(w). La solucion de (v.5.28)
acotada para r — oo es, utilizando (v.5.25),

Uz, w) = Gw)e 2@ +iSg)

227



V.5 DIFUSION EN UNA DIMENSION ESPACIAL

t/ts

Figura 37: Perfil de la temperatura u(z, ¢) en una barra semi-infinita con la condicion de
contorno u(0,t) = Tj cos(wt), para w = wy = 27 /ty (izquierda) y w = wy/2 (derecha),
(con x tal que aty/z2 = 1). Se observa que las variaciones de temperatura en la superficie
disminuyen exponencialmente con la profundidad . Al disminuir la frecuencia, aumenta
tanto la longitud de penetracion como el retraso de la oscilacion a una cierta profundidad
x fija.

donde S¢g(w) es el signo de w. Antitransformando esta ecuacion, se obtiene

u(z,t) = \/%/ Uz, w)e™ dw
= / Gpr(z,t —t)g(t)dt', (v.5.29)

o0
—zy(w)(14+iSg(w))+iwt

1 > e
G b)) = d
Dl(x ) \ 2T /oo \ 2T v

T 6—x2/(4at)

t Varat H(®).

(v.5.30)

Gpr(z,t — t') representa la solucion para la condicion de borde puntual u(0,¢) =
d(t — t') y depende de la diferencia t — t'. Parat > 0, Gp(x,t) posee, como funcion de
x, un maximo en ¢ = v/2at, con G py(zo,t) = 1/(v/2met).

Notemos que

0G(z,1)

0Gp(x,2',t)
a—F" —_—,
Ox

GD](ﬁ,t) = or'

(v.5.31)

|x’:0 = —2a
y que (V.5.29) coincide con la expresion antes obtenida en (V.5.24).
Resolucion por transformada seno (TS):

Otra forma de llegar al mismo resultado es mediante la TS en la variable z. En primer
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lugar, para una funcion f con f(oo) = 0, obtenemos, integrando por partes dos veces,
/ f"(z)sin(kz)de = f'(z)sin(kz)|y — / f'(z) cos(kx)dx
0

= —kf(0)cos(kx)|* — k* / f(z)sin(kx)dx.
Por lo tanto, si F,(k) esla TS de f(x),la TS de f"(x) es

\[ / 7" () sin km)da:—\f KF(0) — KF, (k).

Si f(0) = 0, que es la condicion de contorno natural para el desarrollo en las funciones
sin(kz), el resultado es simplemente —k?F(k), y puede obtenerse directamente derivan-

do la expresion inversa
f / ) sin(kx)dk .

Pero, si f(0) # 0, aparece un término adicional. Por lo tanto, si efectuamos la TS de la
ecuacion (v.5.22) (es decir, si multiplicamos por sin(kz) e integramos), obtenemos

Usi(k,t) + K*aUg(k,t) = \/gakg(t) ) (v.5.32)

donde g(t) = u(0,t) y
Us(x,t) = \/2/00 u(z,t) sin(kx)dx

es la TS de u(z, t) con respecto a . Si Us(k, —o0) = 0, la solucion de (v.5.32) es

S(k, 1) \[ak/ e — ) g()dt

Efectuando la transformacion inversa, y notando que
2 [ —01 [* 4
—/ e~ Rt sin(kzx)dk = ——/ e~ Rtk gl
T Jo Ooxm J_o

o —x2/(4at)

se obtiene nuevamente el resultado (v.5.23) o, equivalentemente, (v.5.29).

Problema sugerido V.5.3: Encontrar la solucién correspondiente a un flujo dado
u,(0,t) = g(t) en el origen, utilizando la transformada coseno F, (k) (ver tabla siguiente).

f(z) Fy(k) F.(k
1| f(e) —kF(k) —\/2£(0) +k:F

2 | @) | JERFO) - BE®K) | /270 - R c>
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V.5.6. Teorema del maximo y condiciones de contorno en barras de
longitud finita

Comenzaremos por demostrar el siguiente teorema, que usaremos después para de-
mostrar la unicidad de la solucion del problema unidimensional de difusién con determi-
nadas condiciones de contorno.

Teorema V.5.1 Sea u(x,t) solucion de la ecuacion de calor homogénea, u; — oz, = 0,
definidaen R = (z,t):a <z <b,0<t<T.Seal launion de la base del rectingulo,
(x,0) : a < x < by sus lados verticales (a,t) : 0 <t < T, (b,t):0 <t <T.Entonces,

max{u(z,t) : (z,t) € R} = max{u(z,t): (z,t) € I'}.

min{u(z,t) : (z,t) € R} = min{u(x,t) : (x,t) € '}.

Demostracion:

Consideremos, primero, una funcion auxiliar v(x), tal que v, — av,, < 0 en R. Su-
pongamos que v(x,t) tiene un maximo en (o, ty), que no pertenece a I'. Si el punto no
pertenece al lado superior del rectangulo, v debe satisfacer, en ese punto,

vi(20,t0) =0, Vga(w0,t0) <0,

que resulta incompatible con la inecuacion diferencial satisfecha por v. Si, en cambio, el
mdximo se alcanzase sobre el lado superior ((z,T) : a < x < b), entonces, para (zo,to)
muy proximo a ese borde, se tendria

v(To,t0) > 0,  vge(wo,t0) <0,

de modo que también se contradiria la inecuacién satisfecha por v(z,t).

Ahora, si consideramos u(x,t) tal que satisface u; — au,, = 0, podemos construir
v(z,t) = u(x,t) + ex? con e > 0, que satisface v, — av,, — 2¢ca® < 0y, por lo tanto, si
M es el maximo valor de u(x,t) sobre I, se tiene

v(x,t) < M+ ex® < M + eb?
tanto en el interior como en I'. Como consecuencia,
u(z,t) = v(x,t) —ex? <wv(w,t) < M +eb.
Dado que € es arbitrario, resulta u(x,t) < M en toda la region. Por supuesto, lo

mismo ocurre con los minimos. En efecto, si u(x,t) satisface la ecuacion diferencial,
—u(z,t) también lo hace y los minimos de una son los maximos de la otra.
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O

Este teorema tiene una interpretacion simple: si no hay fuentes de calor en la barra, la
temperatura no puede estar por encima del méximo entre las temperaturas iniciales y las
temperaturas en los extremos. Lo mismo ocurre con los minimos.

A partir de este teorema es muy facil demostrar la unicidad de la solucién de la ecua-
cion de calor (tanto homogénea como inhomogénea), para una dada condicion inicial
u(z,0) = p(z) y con condiciones de contorno Dirichlet como las ya estudiadas en el
caso de la ecuacion de la cuerda vibrante. En efecto, proponiendo la existencia de dos so-
luciones tendremos que la diferencia de ambas, w(z,t) = u;(z,t) — ug(x, t) satisfara la
ecuacion homogénea y, ademas, sera nula en todo I'. En consecuencia, debera ser menor
o igual que cero. Por la segunda parte del teorema anterior deberd, también, ser mayor
o igual que cero. Por lo tanto, debe ser w = 0 en toda la regiéon R, contradiciendo la
hipotesis de existencia de dos soluciones distintas.

V.5.7. Evolucion de la temperatura en barras finitas

Estudiemos la evolucion de la temperatura u(z, ¢) en una barra finita de longitud L,
con condiciones de contorno
u(0,t) =u(L,t) =0
y condicion inicial
u(z,0) = ¢(z).
Podemos plantear u(z,t) = X (x)T'(t) en la ecuacion
Up — QUge =0,
obteniendo
T/ XI/
of X
que conduce a T'(t) = T(0)e " y X(x) = Acoskx + Bsinkz para k # 0 (para
k = 0 se obtiene, en cambio, X () = A + Bz, que se anula idénticamente al imponer las

condiciones de contorno). La condicion de contorno implica X (0) = X (L) = 0, en cuyo
caso A=0yk=nn/L,n=1,2,....Se obtiene entonces la solucién producto

k2

X ()T () = coe /D sin(nma /L)

y la solucion general

u(z,t) = Z cpe” T gin(nmra /L) .
n=1
La condicion inicial implica que

u(z,0) = ch sin(nrx/L) = ¢(x),
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expresion que constituye el desarrollo en serie de medio rango en senos de ¢(x) y deter-
mina los coeficientes ¢,,:

o (L
Cp = E/o sin(%x)qﬁ(m)dm.

El resultado final puede expresarse como

u(x,t):/o K(z,2' t)p(z")dx',

donde
2 o0
Kle,ot) = L n—1 et/ Sin(ngﬂf) sin(n[irx/)

representa la funcion respuesta de la ecuacion de difusion en la barra finita con las con-
diciones de contorno anteriores. La condicidn inicial es, por lo tanto, naturalmente des-
compuesta en “modos normales” que exhiben un decaimiento exponencial o e~ *("m/L)*t,
Para tiempos grandes, unicamente el modo simétrico fundamental (sin(7z/L)) permane-
cera visible (si ¢; # 0), con una amplitud ¢;e~(7/L)%ot,

Notemos, también, que el problema con temperatura fija en los bordes,

U(O,t) = TO, u(L,T) = TL;

donde 7j y T}, son independientes de ¢, puede reducirse al problema anterior si reempla-
Zamos

w(z,t) =w(x, t) + Ty + %(TL —Th).

La funcion lineal constante de la derecha se encarga de garantizar que se cumpla la con-
dicion de contorno y satisface exactamente la ecuacion de difusion homogénea (es una
solucion estacionaria), por lo que w(z,t) satisface también la ecuacion de difusion ho-
mogénea, pero con condiciones de contorno homogéneas (w(0,t) = w(L,t) = 0). Enton-
ces, w(x, t) estara dada por la solucion anterior (con w(z,0) = u(x, 0)—(To+7 (11 —Tp)).
En este caso .

lim w(z,t) =Ty + E(TL —Tp) .

t—o00

Se pueden emplear métodos andlogos para estudiar la difusion del calor en otras situa-
ciones tales como barras finitas con fuentes de calor, barras aisladas, regiones bidimen-
sionales, etc. En V.7 presentaremos la funcién de Green para una region general.

Problema sugerido V.5.4: Mostrar que la temperatura u(x,t) en una barra finita
de longitud L térmicamente aislada (u,(0,¢) = u,(L,t) = 0) con la condicion inicial
u(z,0) = ¢(x), es de la forma

+) = e~ (nm/L)ad (E ) .
u(z,t) co—l—Zce cos (-2

n=1
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u/Ty

+ X/x,
_0/0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 38: Perfil de la temperatura u(z, ) en una barra finita con condiciones de contorno
u(0,t) = 0, u(zg,t) = Tp/2 y condicién incial u(z,0) = To(z/(2x¢) + 0,4[sin(7z /o) +
sin(2mx/x)], para t/ty desde 0 a 0,2 con paso 0,02 (y ax?/ty = 1). Se indica también el
resultado para t — oo. Las componentes de Fourier més altas decaen mas rapidamente,
por lo que solo se observa el primer modo no estacionario (ademas del estacionario) si
t/to no es muy pequefio. Se deja como ejercicio hallar u(x, t).

Determinar ¢ y ¢,, e interpretar el resultado, indicando el significado de cj. Determinar
también la funcion respuesta K (z, x’, t) correspondiente.

Problema sugerido V.5.5: Mostrar que la temperatura u(x,t) en una barra finita de
longitud L térmicamente aislada en un extremo (u,(0,¢) = 0) y con temperatura fija en
el otro (u(L,t) = T7), que satisface la condicion inicial u(x,0) = ¢(x), es de la forma

N 1/2
u(w,t) =T + Z cpe (DT at o <w$> .

n=0

Determinar ¢, e interpretar el resultado, indicando el limite lim;_,, u(x, t). Determinar,
también, la funcion respuesta K (z, 2, t) correspondiente.
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V.6. Ecuacion de Laplace

V.6.1. Introduccion

La ecuacion de Laplace no solo constituye el ejemplo mas relevante de ecuacion elipti-
ca, sino que, debido a su ubicuidad, puede considerarse como la ecuacion mas importante
de toda la Fisica Matematica. En efecto, aparece ligada a fendmenos tan diversos como
los procesos electromagnéticos, la difusion del calor, la dinamica de fluidos y la gravita-
cion, por citar sélo algunos. De hecho, tanto la ecuacion de ondas como la de difusion,
contienen al operador de Laplace. En el marco especifico de la Matematica, esta ecuacion
desempefia un papel central en la teoria de las funciones analiticas.

Generalmente, nuestro primer encuentro con la ecuacion de Laplace tiene lugar al
encarar el estudio de la electrostatica. Dada una densidad volumétrica de carga eléctrica
p(r), donde 7 es un vector de posicion, el problema central es la determinacion del campo
eléctrico E(r). Introduciendo el potencial electrostatico u(r) a través de su relacion con

el campo: E(r) = —Vu(r), donde V es el operador gradiente, se encuentra (ver [19]):
1
Au(r) = ——p(r), (v.6.1)
€o

donde ¢, es la permitividad eléctrica del vacio y, en coordenadas cartesianas,

A= ——+——+—. (v.6.2)

A menudo interesa determinar el potencial electrostatico en regiones del espacio don-
de no se encuentran ubicadas las cargas que originan los campos, es decir, en regiones
donde se verifica p(r) = 0. Entonces, el problema a resolver es

Au=0, (v.6.3)

que se conoce como ecuacion de Laplace homogénea o, simplemente, ecuacion de La-
place. La ecuacion inhomogénea se conoce como ecuacion de Poisson. Recordemos que
el operador A es, a menos de una constante, el unico operador diferencial lineal de se-
gundo orden invariante tanto frente a traslaciones como rotaciones del sistema de ejes
coordenados, lo que explica su ubicuidad en la descripcion de sistemas fisicos uniformes
e isotropicos. Por ejemplo, la temperatura estacionaria en una cierta region con conducti-
vidad térmica isotropica uniforme, sin fuentes o sumideros de calor en el interior, también
satisface la ecuacion de Laplace.

En el contexto de nuestro ejemplo, la solucion de (v.6.1) (o (v.6.3), segin correspon-
da), suplementada con apropiadas condiciones de contorno, permite, en principio, deter-
minar u y, por lo tanto, también el campo E. Este esquema de trabajo, conceptualmente
sencillo, que acabamos de delinear someramente, dista de ser trivial a la hora de imple-
mentarlo en situaciones concretas. La resolucion efectiva de (v.6.3) depende fuertemente
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de una eleccién apropiada del sistema de coordenadas, que contemple de modo adecua-
do las simetrias de cada situacion. Antes de considerar detalladamente estas cuestiones
en los parrafos siguientes, resulta conveniente presentar algunos aspectos generales de
la ecuacion de Laplace homogénea y de sus soluciones, llamadas funciones armonicas.
Consideremos el caso mas simple posible en el que la funcion v depende solamente de
una variable x. El operador laplaciano A se reduce a la derivada segunda % y resulta,
entonces, muy facil encontrar la solucion general para este caso:

u(x) =axr+0b,

donde a y b son dos constantes que se podrian determinar mediante condiciones en los
extremos del intervalo para el cual se desea resolver el problema. Este ejemplo, en su
extrema simpleza, permite ya analizar propiedades profundas de las funciones armonicas,
que perduran aun en los casos en que se tienen dos, tres o mas variables. Es facil com-
probar que, en nuestro ejemplo simple, u(z) = w, Vz, € R, es decir que la
solucion de la ecuacion de Laplace en un dado punto resulta ser el promedio de las solu-
ciones a una dada distancia a izquierda y derecha del punto en cuestién. Una consecuencia
directa de esta propiedad es que la solucidon no admite minimos o maximos locales en el
interior de la region; los valores extremos solo pueden ubicarse en los extremos del in-
tervalo. Enfatizamos que estas propiedades, que resultan evidentes en el caso de una sola
variable, siguen siendo validas para cualquier numero de dimensiones. Por ejemplo, en el
caso de 2 variables puede demostrarse que el valor de u en un punto (x,y) dentro de la
region de interés es igual al promedio de w a lo largo de una circunferencia de radio 2 con
centro en (z,y): u(z,y) = 55 § udl. Consecuentemente, en una region bidimensional
los valores extremos de u so6lo pueden darse sobre la curva que define la frontera de dicha
region. Mas adelante demostraremos estos resultados.

Como advertimos anteriormente, para poder resolver una ecuacion diferencial es cru-
cial elegir apropiadamente el sistema de coordenadas. En caso de resolver la ecuacion
diferencial en cierta region con borde deberemos, ademas, imponer ciertas condiciones
de borde o de contorno en la frontera de dicha region. En la seccion que sigue presentare-
mos los tipos de condiciones de contorno locales usualmente impuestas sobre el dominio
del operador de Laplace y discutiremos la unicidad (o no) de la solucion en cada caso.

V.6.2. Teorema del valor maximo para la ecuacion de Laplace

Como ocurria en el caso de la ecuacidon homogénea para la difusion de calor en una
barra, la ecuacion de Laplace satisface un teorema del valor maximo:

Teorema V.6.1 (del valor maximo) Sea D C R"™ una region acotada y conexa, con bor-
de 0D. Si u(xy,...,x,), definida y continua en la region D U 0D es arménica en D, es
decir, que satisface
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en D, los valores mdximo y minimo de u se alcanzan en 0D.
Demostracion:

Tomemos, primero, una funcion v(x1, ..., x,) subarménica, es decir, tal que satisface
2 .7 r .
Av =" 28 > 0en D. Tal funcion no puede tener un maximo en D. En efecto,

i=1 922
2 . . .« .
gmg < 0,Vi = 1,...n en el mismo, contradiciendo su

k3

condicion de funcion subarmonica.
Lo . n 9%y __
Ahora, supongamos que u(x1, ..., x,) es armonica en D, es decir, ) ;_, o = OenD.

si lo tuviese deberia cumplirse

Si definimos v(x1, ..., x,) = u(zy, ..., x,) + €y i, 7, con € > 0 arbitrario, tendremos
Av = 2ne > 0. Por consiguiente, v toma su mdximo valor en 0D. Como consecuencia de
la definicion de v, si M es el mdximo valor de u en el borde, v < M + e mdxgp >y, 7.
o n ) , n 9
Por otra parte, u(z1, ..., x,) = 0(T1, ..., Tp) — € Yo x7 < v < M+ emdxgp ) ., ;.
Dado que € es arbitrario, resulta u(xq,...,x,) < M.
El rvesultado concerniente al minimo se deriva de inmediato, teniendo en cuenta que,
si u es armonica, —u tambieén lo es y los minimos de la primera no son otra cosa que los
mdximos de la segunda.

O

El teorema implica, obviamente, que u no puede tener un maximo o minimo local
aislado en el interior de D (si lo tuviese, el maximo o minimo absoluto de u en una region
D C D suficientemente pequefia que contenga ese extremo se alcanzaria en su interior,
contradiciendo el teorema para esta region). Veremos luego, en la seccidon V.6.7.2, otra
demostracion rigurosa general de esta propiedad, al mostrar que el valor de una funcién
armodnica u en un punto es siempre el promedio de los valores en una esfera sélida cir-
cundante. Esto es valido en n dimensiones e implica que u no puede alcanzar el maximo
o minimo en el interior de D, salvo que sea constante.

En forma mas intuitiva, la condicion Au = 0 implica que la suma de las “concavi-
dades” % debe ser 0 para una funcidon armoénica, por lo que si en un entorno de 7y u es

, . . . . .y 2 « e . .y
concava hacia abajo en una cierta direccion (% < 0), debe existir al menos una direccion
T

, . . 2 . . .

ortogonal en la que u es concava hacia arrriba (% > (). Esto impide que u exhiba un
J

maximo o minimo en el interior de D. Si u tiene un punto estacionario (Vu = 0) en el

interior debe, entonces, ser necesariamente un punto silla.

V.6.3. Condiciones de contorno para el operador de Laplace

Como ya se menciond, al estudiar el operador de Laplace en una region D C R™ con
borde 9D, la correcta definicion del operador requiere determinar su dominio mediante
la imposicion de condiciones de contorno. Los tres tipos de condiciones de contorno mas
usuales para el problema de Laplace en el interior de una region dada son:
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» Determinar u definida y continua en D U 9D tal que

Nufr) = f(x)
u(s) = g(s), (v.6.4)

donder € Dys € 9D.

Este es el llamado Problema de contorno de Dirichlet.

» Determinar u definida y continua en D U 9D tal que

Nu(r) = £(r)
2s) = o). (v.6.5)

con % (s) la derivada normal exterior evaluada en el borde.

Este es el llamado Problema de contorno de Neumann.

» Determinar u definida y continua en D U 9D tal que

%(s) + h(s)u(s) = g(s), (v.6.6)

con h(s) > 0y no idénticamente nula.

Este es el llamado Problema de contorno de Robin.

La unicidad de la solucion para el problema de contorno de Dirichlet (v.6.4) se de-
muestra facilmente haciendo uso del teorema del valor méximo. En efecto, si suponemos
que u y v son dos soluciones del problema w = u — v es armonica y se anula en 9D. Por
lo tanto, w < 0y w > 0. Esto demuestra que w es idénticamente nula.

La unicidad del problema de contorno de Robin se demuestra usando la primera iden-
tidad de Green (ver Apéndice B). En efecto, para la diferencia de dos soluciones w se
tiene:

/D (Vw)*dV = /@ V(wVw)dV

= / w2 45 — —/ h(s)(w(s))”. (v.6.7)
ap  On D

En la primera igualdad hemos usado que w es armonica, en la segunda igualdad hemos
usado la primera identidad de Green y, finalmente, hemos usado la condicion de contorno
de la ecuacion (v.6.6). Ahora, el primer miembro de la igualdad es no negativo. Como
consecuencia de las condiciones impuestas sobre la funcion h, el ultimo miembro de
la igualdad es no positivo. En consecuencia, ambos deben ser idénticamente nulos. La
anulacion del primer miembro exige que Vw = 0y, por lo tanto, que w sea constante en
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D. Por su parte, la anulacion del ultimo miembro exige la anulacién de w en el borde.
Por continuidad, concluimos que w es idénticamente nula y hemos demostrado, asi la
unicidad de la solucidn al problema de contorno de Robin.

En cuanto al problema de Neumann, es evidente que la solucién de la ecuacion de
Laplace homogénea no es unica en este caso, ya que dos soluciones pueden diferir en
una constante arbitraria sin contrariar la condicion de contorno. También sefialamos que
el problema general de Neumann soélo esta bien formulado si se cumple la condicion de
compatibilidad [, f(r)dV = [, g(s)dS. Efectivamente, en este caso se tiene

Ju
/Df(r) dV = /DAu dV = o n ds = /8@ g(s)dsS'. (v.6.8)

Volveremos sobre estos puntos al tratar la funcion de Green para este tipo de condi-
ciones de contorno.

En cuanto a los correspondientes problemas exteriores, se obtienen idénticas conclu-
siones sobre la unicidad de sus soluciones si, ademas, se exige que las mismas permanez-
can acotadas en el infinito (ya que el exterior no es una regién compacta).

Los problemas de contorno aqui presentados tienen otra caracteristica importante:

Teorema V.6.2 Con su dominio definido por el caso homogéneo (g(s) = 0V s) de cual-
quiera de las condiciones de contorno antes presentadas, el operador de Laplace es au-
toadjunto (ver la nota 1 a pie de pdgina en la seccion I11.1.3).

Demostracion: Si u es una funcion en el dominio del operador de Laplace y v es una
funcion en el dominio de su adjunto (aqui supuestas reales), se tiene ((v, u) representa el
producto escalar usual en £?):

(v,Au) = (v,V-Vu) = /DdVUV -Vu = —/DdV(VU) -Vu

ou ou ov
+ /BD dSv% = /@dV(Av)u—F /BD as (U% - u%) , (v.6.9)

donde hemos usado repetidamente el teorema de Gauss. Ademas, es inmediato verificar
que, para todos los problemas de contorno considerados se satisface:

si u y v satisfacen la misma condicion de contorno. Como consecuencia, definiendo su
dominio de cualquiera de estos tres modos, el operador de Laplace resulta autoadjunto,
es decir,

(v, Au) = (Av,u).
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Mostremos finalmente que

Teorema V.6.3 La solucién u(r) de la ecuacion de Laplace Au = 0 para v € D con
las condiciones de contorno de Dirichlet u(s) = g(s) para s € 0D, es la funcién que

minimiza la integral
1
I=- / (Vul?dV
2 Jp

entre todas las funciones que satisfacen la condicion de contorno anterior.

Demostracion:
Si u es la funcién que minimiza I y consideramos una variacion 01 = I(u+ou)—1(u),
con du(s) = 0 para s € 9D, obtenemos, hasta primer orden en o,

5 = /D (V) - (Vou)dV = /

(Vu) - néudS — / du AudV
aD

D
= —/(5uAudV:O (v.6.10)
D

lo cual debe valer ¥ du que se anule en el borde. Por lo tanto, necesariamente u(r) debe
satisfacer Au = 0V r € D. En tal caso, el incremento exacto es 61 = % Jp |V oul?dv >
0 si du no es nula, lo que muestra que u es necesariamente un minimo.

O

En otras palabras, una funcion armonica es la funcion mas “chata” (en el sentido
de minimizar el promedio sobre D del gradiente cuadrado |Vu|?*) compatible con las
condiciones de contorno.

V.6.4. Funciones armonicas en diversas geometrias. El problema de
Poisson

El problema de Poisson consiste en la reconstruccion de la solucion de la ecuacion de
Laplace homogénea en el interior de la region de volumen D a partir del conocimiento de
los valores que toma en el borde 9D. A continuacion resolveremos problemas de ese tipo
en regiones con distintas geometrias.

V.6.4.1. Armonicos rectangulares

Empecemos por considerar el caso en que u depende solo de dos variables y la ecua-
cion de Laplace se expresa en coordenadas cartesianas. Esto resultard lo mas conveniente
cuando el sistema fisico a estudiar tenga una forma rectangular. Podria tratarse, por ejem-
plo, de una placa conductora rectangular con voltajes aplicados en sus lados, siendo la
funcidn incognita el potencial eléctrico en cualquier punto de su interior. O también de
una placa rectangular con conductividad térmica uniforme sin fuentes o sumideros de ca-
lor en el interior, de la cual se conoce la distribucion de temperatura en el borde, siendo la
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incognita la temperatura en el interior. Podria tratarse también de una membrana elastica
rectangular estirada y fija en el borde, en el que tiene una cierta altura no uniforme, siendo
la incégnita la altura de la membrana en el interior.
Buscaremos, entonces, soluciones de
Pu  0*u

Au=—

o2 "o =0

en el interior de un rectdngulo 0 < z < a, 0 < y < b. Estudiaremos primero el problema
de Dirichlet correspondiente, o sea, la determinacion de u a partir de sus valores en el
borde del rectangulo,

U(IL‘,b) = fl(x)7 u(a:,()) = fg(fL‘), U(CL, y) = f3(y)> u(O,y) = f4(y)'

y

u(x,b)

u(0,y)

0 u(x.0) a

Figura 39: El rectdngulo 0 < x < a, 0 < y < by las condiciones de contorno en el
problema de Dirichlet asociado.

Debido a la linealidad de la ecuacion, con la consiguiente propiedad de superposicion,
podemos escribir la solucion en la forma

U= U] + U + U3 + Uy,
donde u; es la solucion para fo = f3 = f; = 0y, en general, u; aquella para f; = 0 si

J# i

Consideremos, por ejemplo, 1. Planteando una solucion del tipo

tenemos Au; = XY + XY"” =0,0sea, X"/ X +Y"/Y = 0, obteniéndose las ecuacio-
nes
X" = —k*X Y = k*Y

con k constante. Las soluciones son de la forma
X(z) = Acos(kx)+Bsin(kz), Y(y) = C cosh(ky)+ D sinh(ky)
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parak #0y
X(z)=A+ Bz, Y(y) =C+ DY

para k = 0. Como u;(0,y) = ui(a,y) = 0= X(0) = X(a) = 0, lo que implica
k = nm/a (real), con n = 1,2,... si deseamos obtener soluciones no triviales (u no
idénticamente nula). La condicion u; (z,0) = 0 implica, ademas, C' = 0. Por lo tanto,

X(2)Y (y) = Asin(k,z)sinh(k,y), k, =nr/a,

y la solucidn general para u; es

uy(z,y) = Z A, sin(k,x) sinh(k,y) .

n=1

La condicion de contorno

uy(z,b) = fi(z) = Z A, sin(k,x) sinh(k,b)

n=1

determina los coeficientes A,,, dado que la expresion anterior constituye el desarrollo en
serie de Fourier de 1/2 rango de senos de f;(x) en [0, a]. Por lo tanto,

2 “ .
An = m/o fl(x) sm(k‘nx)dx .

La solucién final puede, pues, escribirse como

sinh(k,y)
i

m] f1 <$l)d$/ . (V6 1 1)

u(z,y) = /Oa [% ;sin(kna:) sin(k,z")

En forma analoga se procede para los demas casos. Por ejemplo, uy(z, y) sera de la forma

us(z,y) = Z C, sin(k,x) sinh[k, (b — y)] .
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-0.2

Figura 40: Izquierda: Grafico de la funcidén armonica en el cuadrado 0 < z < 1,
0 < y < 1, que satisface u(0,y) = u(l,y) = u(z,1) = 0y u(z,0) = f(z), con
f(z) = acosmx + Bsin3nmzr y a = 0,1, B = —0,15 (centro). Derecha: Grafico de la
funcion armoénica obtenida al repetir dicha funcidon como condicion de contorno en los
cuatro lados. Se deja como ejercicio dar la expresion de u(x, y) en ambos casos.

Problema sugerido V.6.1: En base a la discusidon anterior, encontrar la solucion de la
ecuacion de Laplace en el rectangulo, con condiciones de Neumann sobre los lados.

Consideremos, ahora, el caso en que a — oo, es decir, la franjax > 0,0 < y < b, con las
condiciones de contorno

u(z,0) = u(xz,b) =0, wu(0,y)= f(y).
Planteando una solucién de la forma u(z,y) = X (x)Y (y), tenemos
X" =kX, Y'=-kY
cuyas soluciones conviene escribir como
X(z) = Ae* + Be ™™, Y (y) = Ccos(ky) + Dsin(ky) .

La condicion u(z,0) = u(z,b) = 0 implica Y(0) = Y(b) = 0, y por lo tanto C' = 0,
conk = nm/b,real,n = 1,2,.... Si exigimos que u permanezca acotada para xr — oo =
A = 0. Por lo tanto,

X(2)Y (y) = Be ™ sin(k,y), kn =nm/b

242



V.6 ECUACION DE LAPLACE

y la solucion general es

Z Ape " sin(k,y) . (v.6.12)
La condicion de contorno
u(0,y) Z Ay sin(kpy)

determina los coeficientes A,,:

b
=5 | rsinti.pdy

La solucidn final puede escribirse como

n=1

u(x,y) = % /0 [Z e sin(kny) Sin(kny’)] f)dy'.

La serie puede, en este caso, evaluarse facilmente como suma de series geométricas, es-
cribiendo sin(k,y) = (e*n¥ — e~%*n¥)/(2i) y recordando que

- — xlg & —k(x+7 n 1
2 e =) () = oy k=
n=0 n=0

El resultado final es

Ze ?sin(k,y) sin(k,y') =

e k(1 — e %) sin(ky) sin(ky’)
(14-e=2kz—2e=k= cos k(y+y')) (1+e=2ke —2e~F* cos k(y—v'))

El integrando decrece exponencialmente con x. Los factores en el denominador son la
distancia al cuadrado entre los puntos de coordenadas polares (e=*2 ky)y (1, &ky') (ver
mas adelante discusion sobre métodos de variable compleja en V.6.5).

V.6.4.2. Problema del semiplano

En muchas aplicaciones resulta de interés resolver la ecuacion de Laplace en una re-
gion de extension infinita. Consideremos ahora el semiplano y > 0, = € R. Resolveremos
la ecuacion Au = 0 conociendo los valores de u en el eje x, u(x,0) = f(x), con la con-
dicion que u(z, y) permanezca acotada. Planteando nuevamente separacion de variables,
u(z,y) = X(2)Y (y), tenemos

X// — —]{EZX, Y// — kZ2Y,
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con k constante. La solucion correspondiente a £ = 0 debe descartarse por no ser acotada.
Las restantes soluciones pueden escribirse en la forma

X(z) =A™ + Be™** Y (y)=De™™ 4+ Ee®, k#£0cR.

Si queremos que u permanezca acotada paray — co = D =0sik < 0y F = 0 si
k > 0, los que podemos resumir como Y (y) = Ce™ ¥l Por lo tanto,

X (2)¥ (y) = A(k)ee b

y la solucion general (ahora k es un indice continuo) es

u(z,y) :/ A(k)ere My g (v.6.13)

—00

donde la integral denota valor principal. La condicidén de contorno

u(z,0) = f(z) = /OO A(k)e™* dk

—00

determina, ahora, la funcion A(k), que no es otra cosa que la transformada de Fourier de
f(z) dividida por v/27. Recordando las férmulas de inversion obtenemos

1 [~ ,
A(k) = —/ fx)e *dy .
2 J_ o
Insertando esta expresion en (V.6.13) obtenemos
u(z,y) = / K(z — o' y)f(«)dx,
con

1 oo 1 00 .
K(I7y) — _/€Zk$—|k|ydk — _Re/e—k[y—zax]dk
0

2 J_ o s

1 1 1
= —Re| =Y
2r y —ix w4 y?

Obtenemos, finalmente,
y [o.¢] f(x/)dx/
= = LA Asat— v.6.14
uz,y) T /OO (x—a')? +y? ( )

El denominador es la distancia al cuadrado del punto (x,y) al punto (z’,0) del borde.
Notemos que
lim K(z,y)=0(z).

y—0+
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En efecto, K (z,y) > 0siy > 0,con lim K(xz,y) =0siz # 0y lim K(0,y) = oc.

y—0t y—0t
Ademas,
1 [~ wyd 1 o
/K:z:y / Qy—a:——arctan(z) =1.
»?+y? o7 Yo

Como veremos en proximas secciones, el resultado (v.6.14) puede obtenerse también
directamente de la solucidon de Poisson para el interior del circulo, por métodos de variable
compleja y mediante el uso de la funcion de Green.

Problema sugerido V.6.2: Resolver Au = 0 para una lamina rectangular de ancho finito
by longitud infinita (0 < y < b, x € R), conociendo los valores de u en el eje y (sobre un
segmento de ancho b), u(0,y) = f(y) y sobre los lados: u(z,0) = g(x) y u(z,b) = h(x).

Problema sugerido V.6.3: Resolver Au = 0 para una lamina rectangular infinita 0 <
r < 00,0 <y < oo, conu(z,0) = f(z), u0,y) = g(y). Sugerencia: Completar las
condiciones de contorno en forma impar, justificando esta opcion.

V.6.4.3. Armonicos rectangulares en tres o mas dimensiones

En forma completamente analoga puede tratarse la ecuacion Au = 0 en regiones del
tipo0 <z <a,0 <y <bh0< 2z < g, ete., en tres 0 mas dimensiones. Consideremos,
por ejemplo, las condiciones de contorno

u(0,y,2) = u(a,y,z) =0, u(z,0,2) =u(x,b,2) =0

u(z,y,0) =0, u(z,y,c) = f(v,y).

Planteando una solucion del tipo u(z,y,2) = X(x)Y(y)Z(z), obtenemos X"Y Z +
Y"XZ + Z"XY = 0y por lo tanto, dividiendo por XY Z,

X"IX+Y")Y +2")Z =0

de donde
X'"=-EX, Y'=-kKY, Z2'=(k+k)Z,

con k,, k, constantes. Las soluciones son de la forma

X(z) = Acos(kyz) + Bsin(k,z), Y(y) = Ccos(kyy) + Dsin(kyy),

Z(z) = Ecosh(k.z) + Fsinh(k.z), k. = \/k2 + k2.

Para las presentes condiciones de contorno, A = C' = E = 0, por lo que la solucién
producto es de la forma sin(k,) sin(k,) sinh(k,z), con k, = nw/a, k, = mn/by n,m
naturales > 0. La solucion general es, pues,

mi

u(z,y, z ZAnm sin( —x sm(Ty) sinh(kp,,2) ,
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2 2 .,
con k., = w1/ 2% + Z-. La condicion de contorno
a b

u(z,y,c ZAnm sin —x) sm(?y) sinh(k,me) = f(x,y)

determina los coeficientes A, por medio del desarrollo bidimensional en serie de medio
rango de senos:

22

nm -
ab smh

mm
/dm / dy f(x,y sm(—x) sin(—vy) .
(knme) a
La solucidn para condiciones de contorno Dirichlet no nulas en todos los lados se resuelve
por superposicion (de seis soluciones en 3 dimensiones).

V.6.4.4. Armoénicos circulares y solucion de Poisson en el disco

Otro caso de gran interés practico es aquél en el que la region bajo estudio es un sector
circular. En esta situacion, resultara conveniente elegir un sistema de coordenadas polares
con su origen en el centro de las circunferencias que delimitan el sector. Consideremos,
entonces, la ecuacion de Laplace Au = 0, con

02 10 1 92
A= + -+ =555 (v.6.15)
o2 ror | r20e?
en un sector circular r; < r < ry, 0 < 0 < a < 27. La ecuacion de Laplace homogénea
en coordenadas polares es, entonces

0’u  10u 1 0?
oz ror TraE (v6.10)

0 a

b

u(r,0)
Figura 41: El sector circulara < r < b,0 < 0 < a, y las condiciones de contorno en
el problema de Dirichlet asociado.

Proponiendo una solucion producto u(r, 8) = R(r)O(6), se obtienen las ecuaciones

R// E o kQ_‘R _ 0’ @// _ —k'2@

r r2
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con k constante, cuyas soluciones son

R(r) = Arf+Br7* ©(0) = acos(kf) + bsin(kf), k #0
R(r) = A+Blnr=Bln—, 60)=a+b0, k=0 (v.6.17)
To

(la ecuacién para R es del tipo de Euler y su solucién es de la forma 7*, con A determinado

por A(A — 1) + A — k> = 0, 0sea, \ = &k;si k = 0 la otra solucién linealmente

independiente de r® = 1 es 7 Inr = Inr). Obsérvese que k puede ser, en principio, real,

imaginario o complejo (si k = k, + ik;, r* = " = ekrInTcos(k; Inr) + i sin(k; Inr))).
Como ejemplo, si u(r,0) = u(r,a) = 0, con

U(Tbe) = f1<0)7 U(TQ,Q) = f2(9)
= a=0yk =nnr/a(real),conn > 1. La solucion general es, por lo tanto,

u(r,0) = Z(Anr””/o‘ + B,r ") sin(nnf/a), (v.6.18)

n=1

donde las constantes A,, y B,, pueden obtenerse a partir del desarrollo en serie de senos
de f1(0) y f2(0). Se dejan los detalles para el lector. Obviamente, si u debe permanecer
acotaday r; = 0 = B,, = 0, mientras que, sir; > 0y r, — o0, entonces A,, = 0.

En el caso de un anillo circular 0 < 8 < 27, con r; < r < ry, u debe ser monovalua-
da, lo que implica k = n, con n entero (y b = 0 si £ = n = 0). La solucion general es de
la forma

u(r,0) = Ao+Bylnr

+ Z(AJ"%—BJ‘”) [a,, cos(nB)+b, sin(nh)] . (v.6.19)

n=1

Nuevamente, si r; = 0 = By = 0, B,, = 0, mientras que, si o = 00, By = 0, A, = 0,
n > 1.

Consideremos ahora el problema de determinar una funciéon armdnica v en el interior
de un circulo de radio ry = a (osea 0 < r < a, 0 < 6 < 27) conociendo los valores de u
en el contorno, u(a, #) = f(6). La solucion general debe ser, en este caso, de la forma

u(r,0) = % + Z r"[a, cos(nf) + by, sin(nd)] . (v.6.20)

n=1

Por lo tanto,
Qo > n .
u(a,d) = f(0) = 5 T nE:l a"la, cos(n@) + by, sin(nh)],
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u(1,0)

Figura 42: Grafico de la funcién arménica u(r, ) (izquierda) en el interior del circulo de
radio 1 que satisface u(1,0) = a + B cos20 + ysin4f, con a = 0,5, 5 = 0,2, v = 0,3.
Noétese que u(r, #) no tiene maximos ni minimos locales, alcanzando su valor maximo y
minimo en el borde. En el centro (r = 0), u = 1/2, que es el valor medio en el borde. Se
deja como ejercicio dar la expresion de u(r, ).

de donde, recordando la expresion de los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier,
1 2m 1 27
a, = —|[ cos(nb)f(0)dd, b, =—_ sin(nd)f(0)dd, n > 1,
ma” f, ma"fq
con % =L [ o (0)dO = (f). Reemplazando en (v.6.20), y teniendo en cuenta que
cos(nf) cos(nd') + sin(nd) sin(nd") = cos[n(d — 6')],

obtenemos
oo

6) — % /0 W{%+ZZ—: cos[n(0 — 0]} (06"

Definiendo z = (r/a)e®, con |z| < 1, tenemos

= Rel
%+Zg—ncos (nd) Re%+z +Z
- 25ch?,9)7 d*(r,a,0) = a® + r* — 2ar cos(f) .
Encontramos, de esta forma, la solucion de Poisson,
a2 _ 7”2 2 f(e/)del
0) = Lr< v.6.21
u(r, ) o /0 d*(r,a,0 — 0") red ( )
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Notemos que d(r,a, — €') es, nuevamente, la distancia entre el punto (r, ¢) del interior
del circulo y el punto (a, §’) del borde.

Comentarios:

Sir=0,d>=a’y

w0.0) = 3= [ 1@ = (7).

El valor de u en el centro del circulo es, entonces, el promedio de los valores de u en el
borde del circulo. Como esto es valido para cualquier circulo con centro en (0, 0) y radio
r < a, vemos que el valor de una funcion u, armdnica en una region D, en un punto cual-
quiera (x,y) € D es igual al promedio de los valores de u sobre cualquier circunferencia
con centro en (x,y) contenida en D. Una funcién armonica no puede, en consecuencia,
poseer extremos (maximos o minimos) en el interior de D (ya que, de ser asi, el valor en
el extremo seria superior o inferior al promedio). Como ya sabiamos, valores extremos se
alcanzan siempre en el borde de D.

2) Problema exterior: Consideremos, ahora, el problema de determinar u(r, ) en el
exterior del circulo, es decir > a, conociendo los valores en el borde, u(a, ) = f(0).
Podemos repetir el esquema anterior, pero es mas facil emplear el siguiente procedimiento
de inversion: si u(r, #) es una funciéon armonica de la forma general (v.6.19), entonces

2

a r
U(T, 6) = U(7, 9) = A(] - BO In E
+ §O (A ﬁ + B i)[a cos(nf) + b, sin(nd)]

es también armonica, pues es también de la forma (v.6.19), y cumple v(a, #) = u(a, 6).
Ademids, si u estd definida para r < a = v estara definida para a®/r < a, 0 sea, r > a.
Por lo tanto, la solucion para el exterior del circulo serd

Cl2 T2 _ CL2 27 f(@’)d@’
v(r,6) = U(T’Q) - 2r /0 d*(r,a,0 —0")’ rea

(notar que d(%, a,t) = %d(a,r,0) = %d(r, a,0)). Esto equivale al intercambio a <> 7 en
(v.6.21).

Problema sugerido V.6.4: En base a la discusion anterior, resolver el problema de Neu-

mann (Au = 0, con g—;f r—a = f(0) y (f) = 0) para el interior y exterior del circulo.
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3) La solucioén (v.6.21) puede escribirse como

21
u(r0) = /0 K(r,a,0— ) f(0)d
2 2

a’—r
K 0) = .6.22
(r,a,9) 2m[a® 4+ r?2 — 2ar cos()]’ (v-6.22)

donde K (r, a, 0) representa la solucion para f(6) = §(6). Puede comprobarse que u(r, ) =

K(r,a, 0) es una funcién armonica que satisface 1im K(r,a,0) = §(6),con lim K(r,a,d) =
r—a~ r—a~

0sif # 0 (oengeneral, § # 2nm,n € Z)y lim K(r,a,0) = occ.
r—a-

Figura 43: Grafico de K (r,a,0) paraa = 1.

4) Es instructivo observar que el resultado (v.6.14), correspondiente al problema del
semiplano, en un contexto de coordenadas cartesianas, puede obtenerse también directa-
mente de la solucion de Poisson para el interior del circulo. En efecto, se debe considerar
un radio ¢ muy grande y un punto (x, y) proximo a la superficie (con y medido desde el
borde del circulo), en el limite a > a — r = y. En tal caso, d*(r,a,0) — (v — /)% + v?,
a’>—r?*=(a+r)(a—r)— 2ayyadd — dr', por lo que

a® —r? /2” g(0)do Y /°° f(z"da'
2 Jo dP(r,a,0) 7w )_o (v — )24+ y?’

con f(z') = g(z'/a).

V.6.4.5. Armonicos esféricos y solucion de Poisson para la bola tridimensional

Consideremos, ahora, la ecuacion Au = 0 en la region esférica r; < r < ry, 0 <
0 <m0< ¢ <2, donde (r,0,$) son las coordenadas esféricas usuales (definidas por
x = rsinfcos ¢, y = rsinfsing, z = rcosd). Emplearemos la notacion Q2 = (6, ¢),
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con df) = sin #dfd¢. En estas coordenadas,

92 20 Ag
A = —+—+—
or?  ror  r?
1 0 0 1 02
Aq = —(sinf—) 4+ ———. v.6.23
© = Ggae e T e as (v-6.23)
La ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas es, entonces,
Pu  20u  Aqu
i =0. .6.24
or? + ror r2 0 (v )

Figura 44: La region esférica ry < r < ry.

Planteando una solucion producto u(r, ) = R(r)Y (2), se obtienen las ecuaciones

1" 2 / k2 2
R +-R — —SR=0, AqgY = —k*Y .
r r
con k constante. Como ya hemos discutido en II1.2.5, la solucion de la parte angular es
acotada y monovaluada solo si k% = [(I + 1), con [ natural € Y (Q) = Y},,(Q2) el armonico

esférico de orden [. Utilizaremos ahora los armonicos esféricos complejos normalizados:

—AQYi(Q) = (1 4+ 1)Yim(Q), —l<m <1, 1=0,1,...

Finlf2) = \/(%;(%l @Wﬂﬂ'm'(ws9>eim¢(—1>"‘é~""

donde Pl|m|(x) es el polinomio asociado de Legendre (y P’(z) = P(z) el polinomio de
Legendre), que satisfacen
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donde [ dQ = [ fo% sin fdfd¢ denota la integral sobre toda la superficie esférica e
Vi () = (—1)"Y,_,,(€2) en la presente convencion de fases. Y;,,,(£2) son las autofuncio-
nes normalizadas de A en la superficie esférica.

[T @) (Tr[ 71, @201

|Re[F1 @]l

| Yo B [Re[¥21 B1]l (I 72, &.4)])

Re[ 726,01 | 728,81 Too(&¢)

Figura 45: Modulo de los armonicos esféricos. Se grafica la superficie r = |Y7,,(0, ¢)| para
m=0,y7r = [Re[Y,,(0,4)]| para m # 0, paral = 0,1, 2. La orientacién de los ejes (igual en
todos los paneles) es indicada en el ultimo panel.

La ecuacion para la parte radial es nuevamente del tipo de Euler, con solucién 7* y A
determinado por

AA—1) +2)—1(+1) =0,

cuyas soluciones son A = [, A = —[ — 1. La solucién producto es, en consecuencia, de la
forma

R(r)Y () = (ar' + br ") Y;,,(Q).

Soluciones independientes de ¢ (es decir, invariantes frente a rotaciones alrededor del eje
z) corresponden a m = 0, con [ arbitrario, mientras que soluciones independientes de 6 y
¢ (es decir, invariantes frente a rotaciones) se obtienen solo para [ = 0, y son de la forma
u(r) =a+0b/r.
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La solucion general para u(r, §2) es, entonces, de la forma

Z Z Q! 4 Dim z+1 Y1 (92) . (V.6.26)

=0 m=—1

Para soluciones acotadas, si 7, = 0, = b;,,, = 0 mientras que, si ry — 00, = aj,, = 0.

Consideremos ahora el problema de determinar la funcion armoénica u(r, §2) en el
interior de una bola de radio 7, = a, conociendo sus valores en la superficie, u(a, §2) =
f(€2). La funcion debe ser de la forma

o) l

=D > amr'Yim(Q). (v.6.27)

=0 m=-1

La condicion de contorno implica

Z Z W' Yim(Q) = f(Q),

=0 m=-1

que representa el desarrollo en serie de armoénicos esféricos de f(€2). Teniendo en cuenta
(v.6.25), los coeficientes estaran dados por

1

a

V(@) (). (V.6.28)

Si f() = f(0) = awn = 0sim # 0y u(r,2) = Y- er' B(cos ), con ¢ = a2

=0
Si f(2) = ¢= ¢ = 0paral # 0 (por ortogonalidad de P, [ # 0,con Py = 1)y

u(r, Q) =

En general, utilizando (v.6.28) obtenemos

u(r,Q) = Z ZYlm ()] f(Y)dSY . (V.6.29)

S =0 m=—1

Para evaluar esta serie recordemos, primero, el teorema de adicion para armoénicos esféri-
cos,

l
1
S Vi (@)Y, () = 21: Py(cos ), (v.6.30)

m=—1

donde 6y es el angulo entre las direcciones determinadas por 2 y {2, y queda definido por

cos(fp) = n(Q)-n(Q)
= cosfcosf +sinfsinb cos(¢p — ¢'), (v.6.31)
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con n(2) = (sin # cos ¢, sin @ sin ¢, cos #). La ecuacion (v.6.30) refleja el hecho de que el
primer miembro es un escalar (frente a rotaciones) que depende solo del angulo 0, entre
Oy . Entonces, eligiendo Q2 = (0, ¢) = (0,0), y dado que Y},,(0,0) = 8,,0Y50(0,0) =

2l+1 (pues P (1) = d,n0), obtenemos

> Yin(0,0)Y5 () = Yio(0,0)Yii () = HE B(cos '),

lo cual conduce a (v.6.30), dado que 6y, = #' si 6 = 0. Asimismo, (v.6.30) refleja el
hecho de que, como funcion de 2, Pj(cos 6y) es también autofuncion de A, con autovalor
—I(l + 1) y debe ser, por lo tanto, combinacién lineal de las autofunciones Y,,,(€2) con el
mismo [

P(cosby) = Zchlm(Q)

Cm = /Yl;(Q)Pl(cos 00)dQY = =Y ().

Debemos, ahora, evaluar la serie

[e.9]

Z (204 1)( Pl (cosby), r<a. (v.6.32)
1=0

Para ello, usaremos el desarrollo

o0 l

1 T
d(r,a,60) 12:; FPZ(COS bo), 7 <a (v.6.33)
d(r,a,6y) = (a®+ 1% —2arcosby)/?, (v.6.34)

que puede obtenerse reconociendo que el primer miembro es una funcidén armonica tridi-

mensional de 7, para r < a y que por lo tanto debe ser de la forma >~ ¢;r' Py(cos 6y).
1=0
Para 0y = 0, d*(r,a,0) = (a —r)™' = a1 >22,(r/a)’, por lo que ¢, = 1/a'™!. Deri-

vando, ahora, (v.6.33) respecto de r obtenemos

a o0
Zl s Py(cosby) = EZ Py(cosby)

1=0
—r(r—acos b))
(a®+12—2ar cos 0y)3/%

Por lo tanto,

o0

a* —r?
21 cont ‘ v.6.35
zz:; + 1(cos 0p) = (a% + r2 — 2ar cos 0y)3/2 ( )
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Utilizando (v.6.29), (v.6.30), (v.6.35) obtenemos finalmente la solucién de Poisson para
el interior de la esfera,

_ Q/
u(r, Q) afa”—r* / f(E)d r<a, (V.6.36)
(r,a,6p)’

donde 6, esta determinado por (v.6.31) y d(r,a, b)), dado por (v.6.34), es la distancia
entre el punto r de coordenadas polares (r, €2) situado en el interior de la esfera y el punto
r' = (a, ) de la superficie.

SiQd=(0,¢)=(0,0)=0,=0".

Comentarios:

1) Nuevamente, en el centro de la esfera (r = 0), el valor de u es el promedio de sus
valores en la superficie pues, en este caso, d = a y, entonces,

0= / )Y = (f).

El valor de una funcidon armoénica v en un punto es, en consecuencia, el promedio de los
valores en cualquier superficie esférica con centro en ese punto, contenida en la region D
donde u esté definida y, por lo tanto, en cualquier esfera con centro en el punto. No puede,
pues, poseer extremos en el interior de D.

2) Problema exterior: Consideremos el problema de determinar « armonica en el ex-
terior de la esfera (r > a), conociendo sus valores en la superficie, u(a, §2). A partir de
(v.6.26) vemos que, si u es armonica, entonces

2

a a
U(T, Q) = ;u(779)
2H—1 Tl
- Z Z Qm™ 57 T lma2z+1]yzm(9)
=0 m=-I

es también armonica, pues es de la forma (v.6.26), y satisface v(a, Q) = u(a,2). Ademas,
si u estd definida para r < a = v estard definida para » > a. Por lo, tanto, la solucion
para el exterior de la esfera es
2 ! !
a ,a a(r? — a? (Q)dQ
v(r, Q) = —u(—,Q) = f r>a.

ror d3(r,a,6)’

3) La solucién (v.6.36) puede escribirse como

u(r,Q) = /K(r,a,@o)f(Q)dQ,
’ 2 .2
K(r,a,0,) — %, (v.637)
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donde K (r,a, ) es la solucion para f(2) = 6(Q2 — Q') =6(0 — 0')o(¢p — ¢')/ sin(6).

Problema sugerido V.6.5 : Comprobar que K es armonica y satisface lim K (r,a,6y) =
r—a-
5(Q—q).

V.6.4.6. Armonicos cilindricos. Solucion de Poisson en el cilindro

Consideremos la ecuacion Au = 0 en el interior de un cilindro de radio a y altura b, o
sea) <r<a,0<60<2m0< 2z <b. Encoordenadas cilindricas,

92
022

con A,y dado por (v.6.15), por lo que la ecuacion es

A=Aqp +

Pu 10u 10%u 0*u

a7t rar Trroe o (v6:38)

Figura 46: El cilindro 0 <r < a,0 < z < ).

Planteando una solucion del tipo u = v(r, #)Z(z) obtenemos las ecuaciones
Z"=k2Z, DNpgv=—k.
La solucion de la primera ecuacion es
Z(z) = Ecosh(kz) 4+ Fsinh(kz) .
Escribiendo v = R(r)O(6), la segunda ecuacion implica

R/ 2
0" =-—n?0, R'+—+ (k- 2)R=0,

r 72
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cuyas soluciones generales son
0(0) = Ae™ + Be ™ R(r) = CJ,(kr) + DY, (kr),

donde J,, Y,, son las funciones de Bessel de primera y segunda especie (Ver 111.2.7). En
el presente caso, la condicion de R acotado para » — 0 implica D = 0, mientras que la
de © monovaluada, n entero.

Consideremos, por ejemplo, v = 0 en los bordes lateral (u(a,,z) = 0) e inferior
(u(r,8,0) = 0), con u(r,0,b) = f(r,0). Esto implica k = ky,,,/a, con k,,, los ceros de
Jn (Jn(knm) = 0) y E = 0. Recordando que, para n entero, J_,(z) = (—1)"J,(x), la
solucion general puede escribirse como

u(r,0,z) = Z Z A I (kpmr /@) e™ sinh(kppz/a) .

n=—oo m=1

Para z = b, esto conduce al desarrollo de Fourier-Bessel de u(r,0,b) = f(r,0). Recor-
dando que

a r2m
/ / Jn(knmg)Jn/(kn,m,g)eig(”’”/)rdrde
0J0

= Gy Oy 7@ T (Ko )% (v.6.39)
obtenemos oo ‘
4 Jo Jo " f(r, 0)J (kpmr Ja)e™ ™ rdrdf

" ma?J! (knm)? sinh(k,mb/a)
En forma analoga se resuelve el caso con dato en la base. En cambio, si el dato es

u(a,0,z) = f(0,z2), conu(r,d,0) = u(r,0,b) =0, tenemos k = tmm /b, con m entero, y
debemos plantear una solucién de la forma

o

u(r,0,z) = Z Z A I (mmr /b)e™ sin(marz /b) (v.6.40)

m=1n=—o0

donde I,,(z) = (—i)"J,(iz) es la funcién de Bessel modificada de primera especie. Se
obtiene un desarrollo en serie de Fourier bidimensional para u(a, d, z) = f(0, z).

Problema sugerido V.6.6 : Determinar la solucion del problema Au = 0 en el cilindro
r<a,0<z<bsiu(r6,0)= f(r0),ur0,b) =qg(r0)yula,b, z) =h(0,z).

V.6.5. Meétodos de variable compleja para problemas bidimensiona-
les

En el caso de dos dimensiones, toda funcion u(x,y) armoénica en una region D es la
parte real o imaginaria de una funcion analitica en D:

u(z,y) = Relf(2)], z=x+1y.
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Recordemos que f(z) es analitica si f'(z) = Alimo%ﬁ(z)
2—

direccion de Az. En tales condiciones, f.(z) = f'(z), f,(2) = f'(2)i, lo que implica
Af = fua(2) + fyy(2) = f"(2) — f"(2) = 0. Escribiendo

f(2) = ulz,y) +iv(z,y),

con u y v reales, tanto u como v son entonces armoénicas. La identidad f'(z) = f.(z) =
—if,(2) conduce a las condiciones de Cauchy-Riemann, u, = v,, u, = —v, de las que
se desprende nuevamente que Uz, + Uy, = 0.

Si, por ejemplo, u(z,y) representa una temperatura, las curvas u(z,y) = ¢ son las
isotermas mientras que las curvas v(z, y) = ¢ son las correspondientes lineas de flujo, ya
que los gradientes de u y v son perpendiculares: (U, wy)-(Vg, vy) = (Ug, Uy) - (—Uy, Uy) =
0.

es independiente de la

Por ejemplo, la parte real e imaginaria de 2* = r*(cos k@ +isinkf)ylnz =In r —i— 0
son los arménicos circulares, mientras que las de e®* = e**(cos ky + isin ky), ¥ =
e ™ (cos kx + isin kz), son los armdnicos rectangulares. En el caso del rectangulo,

sin(kz) sinh(ky) = —Im[cos(kz)] = —Im(e™ 4 7).

Sabemos que, si f es analitica en una region D y C' es una curva cerrada contenida en D,

(if@ﬂz:

Ademas, f(z) puede escribirse como la integral

PICONR

= v.6.41
1) = 5z . 5yt (v.6.41)
donde C' es cualquier curva cerrada que circunda a z, dentro de la region D donde f es
analitica. De esta forma, para z € D, f(z) queda completamente determinada por los

valores que toma f en C.

V.6.5.1. Solucion de Poisson para el interior del disco: Obtencion con métodos de
variable compleja

La solucion de Poisson (V.6.21) puede también obtenerse a partir de (v.6.41). Si C' es

un circulo de radio a = 2’ = ae?, con dz’ = i2'df' y
()Y n
f(z) = ——dy, Z=ae", |z|<a (v.6.42)

o 0o 2 —z
Para obtener (v.6.21) es necesario sin embargo expresar la parte real de f(z) en términos
de la parte real de f(z'). Definiendo z; = a?/z* = 2/2™*/2*, tenemos |z;| > asi |z| < a
y entonces, para el mismo circulo C,

0= L JSE) g TIEE (v.6.43)

2m Joi — = o o &F—2z*
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Restando (v.6.43) de (v.6.42) obtenemos

1 2

/ /|2_|
= on ; (2')

|Z z|2d9/ B CL2 . 7,,2 2 f(aeia’)de/

1) |2" — 2|2 or o *(a,r,0 — 60"

donde z = re? y d*(a,r,0 — 0') = |2’ — z|?. La parte real (0 imaginaria) de esta expresion
nos da la férmula de Poisson (v.6.21). Notemos que

a?—r* P A4z

2(a,r,0 —0) |2 — 2|2 = Rel

]. (v.6.44)

2 —z

V.6.5.2. Transformaciones conformes

Recordemos que la transformacion

w=f(z) =utiv, f(z)#0,

con f(z) analitica, mapea una region D del plano z en una region 8 del plano w. Se
dice que la transformacion es conforme, pues conserva los angulos entre curvas: para una
curva z(t), que se transforma en la curva w(t) = f(z(t)), tenemos

dw . \dz

TR AT
y, por lo tanto,, arg‘fl—qf = arg[f’(2)]+ arg[%} , lo que representa una traslacion de los argu-
mentos en arg[f’(z)] (suponiendo que f'(z) # 0). No obstante, como |dw| = |f'(2)||dz|,
las distancias se dilatan localmente en | f/(z)].

Si g(w) es analitica en 8 = g(f(z)) sera analitica en D. Por lo tanto, Re[g(f(z))]
sera una funcion armonica en D. Esto indica que, una vez conocida la solucion armonica
Re[g(w)] en 8, podemos hallar la solucién en D mediante una transformacion conforme.

Por ejemplo, la transformacion

w = e =e"(cosy + isiny)

mapea el rectangulo 0 < z < a,0 <y < ben el sector circular 1 < r < e 0 <6 <.
En esta region hemos visto que los arménicos son de la forma w* = r*(cos k6 + i sin kf)
para k # 0.

Los armonicos rectangulares son, pues, la parte real e imaginaria de

(e:)F = €7 = e (cos ky + i sin ky),
donde £ puede ser real o complejo, resultado que hemos obtenido por separacion de varia-
bles (ademas, Inw = Inr+if'y %Im(ln w)? = 0 Inr (armodnicos circulares para k = 0) se
transformanen lne* = z = x + 1y, y %Im[zQ] = xy, que son los armonicos rectangulares

para k = 0).
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Como ejemplo especifico, la transformacion
w = e " = e7/¥cos(ay/b) — isin(oy/b)]

mapea la franja semi-infinita x > 0, 0 < y < b en el sector circular 0 < r < 1,
—a < 6 <0, donde la solucion general acotada esta dada por (v.6.18) con B,, = 0. La
solucion en la franja se obtiene, entonces, reemplazando

r=le /b =/t 9 = arg(e /%) = ay/b

en (v.6.18), con r"™/® = ¢="7%/% |0 que conduce inmediatamente a la solucién (v.6.12).
Como segundo ejemplo, obtendremos la formula (v.6.14) para la funcién arménica

en el semiplano a partir de la formula de Poisson (v.6.21), utilizando una transformacion

conforme que mapee el semiplano superior en el interior de un circulo de radio 1. Una tal

transformacion es )

z2—1

Z+i

En efecto, siz =z (y = 0) = |w| = i—;ﬂ = 1. Ademas, (0, i) se transforma en (0, 0), de

modo que es el semiplano superior el que pasa al interior del circulo (recordemos que los

llamados mapeos lineales w = %+% con ad — be # 0 mapean rectas y circulos en rectas y
cz+d

circulos). Tenemos, para 2’ = (2/,0),

w =

w 4w 14z y(l+2%)
Re[w’ - w] = Rely z—2z I= 2" — z|?
dw’ 2d7’ 2da’

a9 = = (v.6.45)

w1422 1+a?’
con |2/ — z|* = (z — 2')? +4°. Por lo tanto, utilizando (v.6.21), (v.6.44) y las expresiones
anteriores,

O R

" or w' —w T ) ool —a)2+y?

La parte real nos da el resultado (v.6.14) para u(x,y) = Re[g(w(2))], con g(w(z’)) =
u(z’,0) = f(a').

V.6.6. Problemas de autovalores para el operador de Laplace

V.6.6.1. Propiedades generales

Como demostramos en la seccion V.6.3, el operador de Laplace, con su dominio defi-
nido por cualquiera de los tres tipos de condiciones de contorno alli estudiados, es auto-
adjunto. Como sabemos de nuestro estudio del problema de Sturm-Liouville (ver I11.1),
el caracter autoadjunto del operador conduce a propiedades deseables de sus autovalores
y autofunciones, algunas de las cuales demostramos a continuacion.
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Teorema V.6.4 Las autofunciones correspondientes a autovalores distintos son ortogo-
nales.

Demostracion: Si —Au, = A\, y —Auy, = A\pUy,, multiplicando la primera ecua-
cion por u,, la segunda por u,, y restandolas, se tiene:

U Ay, — Up Aty = — (A, — Ap)Un U, -

Ahora, integrando sobre la region D y usando nuevamente en forma repetida el teo-
rema de Gauss, tenemos:

(Am—)\n)/unum dV = /(unAum—umAun)dV —/
D D

oD

Ouyy, ou,, B
(un 5y Um an)dVO,

donde hemos usado que el término de borde se anula para cualquiera de los tres tipos
de condiciones de contorno que estamos tratando. En consecuencia, hemos demostrado
que, Si A, # A\ las correspondientes autofunciones son ortogonales.

O

Tales autofunciones no solo son ortogonales, sino que, ademas, constituyen un sistema
completo, que permite desarrollar cualquier funcion que satisfaga las mismas condiciones
de contorno en una serie absoluta y uniformemente convergente de tales autofunciones.
La demostracion de esta propiedad es similar a la del caso de una dimension (ver, por
ejemplo, [9]).

Teorema V.6.5 Cuando el dominio del operador de Laplace se define con cualquiera de
las condiciones de contorno antes presentadas, sus autovalores resultan reales

Demostracion: Supongamos que \ = |1 + iv, con i, v € Ry v # 0 es un autovalor
complejo, correspondiente a una autofuncion u. Entonces, conjugando la ecuacion satis-
fecha por u vemos que \ = 11— iv debe ser autovalor correspondiente a la autofuncion 1.
Por el teorema anterior, u y u son ortogonales, es decir, fD plul>dV =0, lo cual fuerza
a u a ser idénticamente nula y contradice la hipotesis del teorema.

O

Este teorema también muestra que las autofunciones siempre pueden elegirse reales.
En efecto, si una funcién compleja es autofuncion con un cierto autovalor asociado, su
compleja conjugada es autofuncion con el mismo autovalor asociado y, en virtud de la
linealidad del operador, pueden tomarse combinaciones reales de ambas como autofun-
ciones. En otras palabras, tanto la parte real como imaginaria seran autofunciones con el
mismo autovalor si son no nulas.
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Es facil mostrar, ahora, que los autovalores de —A con las condiciones de Dirichlet o
Neumann son no negativos: Si —Awu = A\u con u , A reales, entonces

)\/u2dV = /—uAudV:—/ u%dS—F/]VuFdV
D D ap On D

= 0+/ |Vul?dV >0 (v.6.46)
D

lo cual muestra que A > 0.

Finalmente, mencionamos que, en las condiciones de los teoremas anteriores, puede
demostrarse que existe un autovalor minimo del operador —A y que los autovalores de
dicho operador forman una secuencia ordenable y divergente por valores positivos [9].

Presentaremos, a continuacion, ejemplos de resolucion del problema de autovalores
para el operador de Laplace, con condiciones de contorno de Dirichlet, en diversas geo-
metrias. En realidad, consideraremos las autofunciones del operador —A ya que, como
veremos, el mismo resultard, en todos los casos a considerar, definido positivo.

V.6.6.2. Autovalores del laplaciano en un rectangulo

Buscamos la solucion al problema

0* 02

—Au(z,y) = — {@ + 07

J ) = rat

en laregion D = {(x,y) C R?/0 < x < a,0 < y < b}, con las condiciones de contorno
u(0,y) = u(a,y) = u(z,0) = u(x,b) = 0.

A tal fin, proponemos una solucién en variables separadas de la forma u(z,y) =
X (2)Y (y). Reemplazando en la ecuacion de autovalores tenemos:

Como ya hemos explicado, la ecuacion anterior implica

1 "

—X Y + A

—_ [ — = X
X Y ’

donde « es una constante a determinar.

La ecuacion correspondiente a la funcion X (x) es
X' +aX =0.

Es facil verificar que no existen soluciones no triviales que satisfagan las condiciones
de contorno en ambos extremos del intervalo [0,a| para « = 0. Para o # 0 la solu-
cion general es de la forma X (z) = Asin+/ax + Bcos+/az. La condicion de con-
torno u(0,y) = 0Vy exige B = 0. Por su parte, la condicion u(a,y) = 0Vy determina
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Vo, =" n =1,2,... € N. Notar que la consideracion de los valores enteros negati-
vos de n conduciria a autofunciones linealmente dependientes de las seleccionadas. Por
lo tanto, tenemos X,,(v) = A, sin 'z, n=1,2,... € N.

Habiendo determinado los posibles valores de o, debemos aun resolver la ecuacion
para la funcion Y (y), que se escribe como

1 nm\ 2
Y (y) + [A— (%) }Y(y) 0.

Como en el caso anterior, las condiciones de contorno hacen que no existan soluciones
distintas de la trivial para A = (%)2 Para los restantes valores de A la solucion general
es de la forma Y (y) = C'sin,/ [)\ - (”7:)2}3/ + D cos [)\ — (%)2] y. La condicién
de contorno u(x,0) = 0Vz exige D = 0, mientras que la condicion u(x,b) = 0Vx

a

. .. 2
determina los valores admisibles /A — (%5)" = mm, n,m=1,2,... € N.
Resumiendo, las autofunciones buscadas son de la forma

nm mm

Upm (2, y) = App $in —x sin Y (v.6.47)
a
y sus correspondientes autovalores son
2 2
Ay = (nl) n (@) : (V.6.48)
a b

conn,m=1,2,... € N.
Notar que, segun lo esperado, los autovalores son reales, admiten un ordenamiento y
constituyen una secuencia divergente por valores positivos.

Problema sugerido V.6.7: Verificar que las autofunciones correspondientes a distin-
tos autovalores son ortogonales y normalizarlas.
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Figura 47: Las primeras seis autofunciones wu,, (x, y) del laplaciano en un cuadrado de lado
1, dadas por (v.6.47). Los autovalores son \,,,, = 72(n? 4+ m?). Estas autofunciones representan,
por ejemplo, los primeros modos normales de vibracion de una membrana cuadrada fija en los
bordes, siendo las frecuencias de vibracion proporcionales a v/Ay,.
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V.6.6.3. Autovalores del laplaciano en un disco y en un cilindro

Pasemos, ahora, a considerar el problema de autovalores para el operador laplaciano,
con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, en un disco de radio a:

10 0 1 02
—Au(r,0) = — [;E (7"5) + ﬁw} u(r, 0) = Au(r,0)
con la condicion de contorno u(a, #) = 0y la condicion de u acotada en r = 0. Pediremos,

ademas, que las autofunciones sean univaluadas, es decir, periddicas de periodo 27 en la
variable 6. La ecuacion precedente puede reescribirse como:

0 0 o?
[7’5 (r§> + @} u(r, 0) = —Ar*u(r,0).

Para resolverla, usamos nuevamente el método de separacion de variables, proponien-
do u(r,0) = R(r)O(0). De reemplazar esta expresion en la ecuacion anterior resulta:

()] g

donde « es, nuevamente, la constante de separacion, que determinaremos a continuacion.
La ecuacion satisfecha por ©(#) admite un modo cero (« = 0) constante, ya que el mismo
es trivialmente periddico. La solucion general para o # 0 esta dada por:

0(0) = AeVa.

La condicién de periodicidad (univaluacién) exige que o = n? n = £1,42,.... De
modo que, incluyendo el autovalor nulo, tenemos o = n?, n € Z.
Pasemos, ahora, a la ecuacion para R(r). Debemos resolver:

d d 9 9 B
[T% (T%) + (Arf—n )} R(r)=0.
El cambio de variable z = v/Ar conduce a la ecuacion de Bessel, cuya solucion es
R(r) = B, J,(VAr) + C, Y, (VAr) .

La condicién de acotacion en el origen exige que C,, = 0Vn. Dado que J_,, =
(=1)™ J,, podemos elegir la parte radial de las autofunciones como .Jj,, para n. < 0. Final-

mente, la condicion de contorno en x = a determina \,,,, = (’“”Tm)2 ,n=0,1,...,m=
1,2,...,donde j,,, es la m-ésima raiz no nula de la funcion de Bessel de orden |n|.
Resumiendo: para este problema tenemos autofunciones de la forma
Uiy (1,0) = Ay €0 T (K /) (v.6.49)
con autovalores
k 2
/\nm:(nm) ,n=0,1,....m=12.... (v.6.50)
a

Notar que podrian, también, elegirse autofunciones reales, tomando funciones seno y

coseno en lugar de exponenciales complejas (que corresponden a la parte real e imaginaria
de (v.6.49)).
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Figura 48: Las primeras seis autofunciones uy, (r, #) del laplaciano en el disco r < 1, dadas
por (V.6.49) (se toman las partes real e imaginaria si n > 1). Los autovalores son A, = k2, ~
5,78; 14,68; 26,37; 30,47. Representan los modos normales de vibracion de un membrana circular
fija en los bordes, siendo las frecuencias de vibracion o< k. Notese que los primeros autovalores
de —A en un cuadrado de igual area son \1; = 6,28; Aoy ~ 15,71 Aoo & 25,13; A\31 = 31,42,
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Notese que, nuevamente, los autovalores resultan reales y positivos y pueden ordenar-
se a partir de un autovalor minimo.

Problema sugerido V.6.8: Verifique que las autofunciones obtenidas son ortogonales
(con la adecuada medida de integracion en coordenadas polares) cuando corresponden a
autovalores distintos. Determine el factor de normalizacion.

Problema sugerido V.6.9: Resuelva el problema de autovalores para un cilindro de
radio a y altura b, con condicidon de contorno Dirichlet homogéneas en toda su frontera.

knmT Iz

Muestre que las autofunciones tienen la expresion t,m; = Apme™"%J In| (T) sin 4=y

sus correspondientes autovalores son \,,,,; = (kT) gt (”FTZ) 2, donden =0,1,..., m,l =
1,2,....
V.6.6.4. Autovalores del laplaciano en la bola tridimensional

Finalmente, resolvamos el problema de autovalores para (menos) el operador de La-
place en una bola tridimensional (ver nota 2 a pie de pagina, en la seccion I11.2.4) de radio
a, con condiciones Dirichlet sobre la esfera que constituye su frontera.

—AU(T, 97 SO) = /\U(’f’, 97 QO) )

Esta ecuacion, escrita en coordenadas esféricas es

10 ( ,0u 1 0 (. ,Ou 1 %u B

con)<r<r,0<p<2ry0<6<m.
Proponiendo una solucion en variables separadas u(r, 0, ¢) = R(r)Y (0, ), tenemos:

1 d QdR(T) 2 1
ar Art = — Ny Y (0 6.52
R(r) dr (r dr )* " Y(0,0) "¢ (0, 0), (V.6.52)
donde
1 0 (. 0 1 52
80w = 3o o0 (Sln9%> T 002 (v.6.53)

En la ecuacion (v.6.52), el miembro izquierdo s6lo depende de la variable r, mientras
el miembro derecho solo depende de las variables angulares. Para que la igualdad sea
valida para todos los valores de las variables es, entonces, necesario que ambos miembros
sean constantes. Llamaremos a esa constante o(a + 1).

Ya hemos estudiado la ecuacion para la parte angular del laplaciano (ver II1.2.5) y
sabemos que s6lo admite soluciones en serie convergentes para & = [ € N+ {0}. Dichas
soluciones son los armonicos esféricos Yj,,.
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La ecuacion para R(r) se escribe

I(1+1)
,,n2

2
PEE P (NRET P

Mediante la sustitucion R;(r) = r—*/2R,(r) se encuentra la ecuacién de Bessel:

(1+1/2)2, -

- 1 -~
R§’+;R§+[A— - |R; =0,

cuya solucion general, segiin hemos visto al estudiar las funciones de Bessel, es

Rl(T) = Al(]l+1/2(kT) -+ BIYZ_H/Q(]CT), ]{Z = \/X
Por lo tanto, )
Ry(r) = 2 Ri(r) = Aji(kr) + By (kr)
donde A; = \/Qk/mzll, B, = «/2!{:/7?@1. Las funciones
. _ T Jl+1/2(x) - 7TY1+1/2($)
]l(ﬂf) — 9 \/E ) l($> - 9 \/E 3

son las denominadas funciones de Bessel esféricas. Dado que J,(z) o z* para z — 0,
Ji(x) permanece finita para = — 0.
Puede verse, a partir de la definicion de las funciones de Bessel, que

sin kr cos kr
kr) = —
kr yo(kr) kr

jo(k?") =

Estas son, pues, las dos soluciones linealmente independientes con simetria esférica (I =
0). En particular, —yo(kr) & ijo(kr) = e /1.
En general, puede demostrarse que

i =gt (557) we =2 (5)

z dx T T dx T

En todo R3, k es real arbitrario. En cambio, en una esfera de radio a (b = 0) con la
condicion de contorno R;(a) = 0 tendremos B; = 0y ji;(ka) = 0, por lo que k = k;, /a,
siendo &}, el n-ésimo 0 de j;(z). Las autofunciones son, en tal caso,

Unim (1, Q) = 1k /a)Yim () (v.6.54)

y los autovalores

i = (K5)?/a*. (v.6.55)
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V.6.7. Funcion de Green del laplaciano
V.6.7.1. Definicion y desarrollo en autofunciones para el problema de Dirichlet

Consideremos la ecuacion general inhomogénea
—Au = f(r) (v.6.56)

en una cierta region D con borde 9D, con la condicion de contorno u(r) = 0 en el borde
0D. Sean ug(r), k = 1,2,. .., las autofunciones normalizadas de A en D con la anterior
condicion de contorno, definidas por

—Auy(r) = Mug(r), ug(r) =0sir € dD (v.6.57)
/ uk(r)uz,(r)dv = Opp R (V658)
D

donde el autovalor \; es real y positivo (suponiendo D finito). Podemos desarrollar la
solucion u de (v.6.56) y la carga o fuente f(r) en la forma

u(r) =Y (), fr) =) frun(r),

k

con
o — / wuE)dV, - / @ () f(r)dV .
D D

Ademas, utilizando dos veces la identidad de Green (ver Apéndice B y [20]),

ou ous
wr AudV :/ ui— — y—= dS+/uAu*dV v.6.59
/@ g aD( on on ) D g ( )
ou ouy,
= e — dsS — \ .6.
/@(“’fan u E)dS — Mec (V.6.60)

donde % denota derivada normal. La integral de borde se anula si uy = u = 0 en D.
Multiplicando la ecuacion (v.6.56) por uj(r) e integrando obtenemos, entonces,

M€k = [, (v.6.61)
de donde
k= fr/ M-
En consecuencia, la solucion puede expresarse como
U(I‘) _ Z fkuk<r) _ / G(r,r’)f(r')dV’, (V662)
ralAT D
donde
_ N () ()
G(r,r') = zk: — (V.6.63)
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es la funcion de Green. Notemos que tal desarrollo tiene sentido, dado que el problema
que estamos tratando no admite modos cero.

Si f(r) = 0(r—rp) = u(r) = G(r,rp), por lo que la funcién de Green queda definida
por la ecuacion

—AG(r,v') =6(r —1'), G(r,x')=0siredD. (v.6.64)

G(r,1’) es, por lo tanto, el potencial electrostatico o temperatura en r originado por
una carga o fuente puntual en r/, y que se anula en el borde 9D (lo que corresponde a un
borde conectado a tierra para el potencial o mantenido a temperatura 0). Notemos que

G(r,r') = G(r',r)

(pues G es real), de modo que la temperatura en r debida a una fuente en r’ es igual a
la temperatura en r’ debida a una fuente en r, independientemente de la forma de D o
de las simetrias geométricas particulares del problema. Esto es consecuencia del caracter
autoadjunto de A.

Matematicamente, G(r, r’) puede considerarse el nicleo (kernel), en la base de coor-
denadas, del operador lineal integral G, el cual es el inverso del operador diferencial —A.
Escribiendo u(r) = [, 6(r — r')u(r’)dV"’, la accion de A sobre u puede expresarse como

Au(r) = /@A(r,r’)u(r/)d\/’, Ar,r") = Ad(r —1').

Desarrollando en la base de autofunciones, d(r — r’) = >, azu(r), obtenemos a;, =
Jp up(r)o(r —x')dV = uj(r') y por lo tanto,

Sr—r) = Y w(r)up(r')

Alr,r) = = Nug(r)up(r'), (V.6.65)

en concordancia con el desarrollo (v.6.63). En la base de autofunciones, A y G que-
dan, entonces, representados por “matrices” diagonales de elementos Ay = —Agpp,
G = ié’“’f” mientras que ¢ queda representado por la matriz identidad (de elementos
Sr). De esta forma, G = A~!. En esta base, v y f quedan representados por vectores
columna de elementos uy, fx, y la ecuacion diferencial (v.6.56) por la ecuacion matricial
> w Drwcw = fr, que conduce a la ecuacion (v.6.61).

Mediante la funcion de Green es posible, también, resolver la ecuacion de Laplace
conociendo los valores de u en el borde,

Au=0, u(r)=g(r)sir € dD. (v.6.66)

Multiplicando nuevamente la ecuacion anterior por uj(r) e integrando, obtenemos, utili-

zando (v.6.60),
/ upAudV = —/ g(r) Ouj dS — \pc, =0,
D oD on
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de donde ) 5
_ uy,
C = )\k o g( ) an

La solucion puede, en consecuencia, expresarse como

B oG (r,r') . .,
u(r) = — /8D TQ@ )dS’,

as'.

con

(9Ga;/r Z—Uk 8uk r')

la derivada normal (respecto de r’) de la func10n de Green.
La solucion formal al problema general

—Au = f(r), u(r)=g(r)sir e dD

€s, entonces,

0G(r, 1’
u(r) = / G(r,x') f(r')dV’ — / &g(r’)déf (V.6.67)
D oD 87’L
Las mismas expresiones rigen si reemplazamos A por un operador L = —A + ¢(r),

con q derivable en D, siempre y cuando L no poseea autovalores nulos (lo cual queda ga-
rantizado si ¢(r) > 0 en D). Entonces, u(r) son las autofunciones de L. Véase, también,
Apéndice A.

Como ejemplo directo del desarrollo en autofunciones (v.6.63), la funcion de Green
parael rectangulo 0 <z < a,0 <y < bes

) sin(k,z) sin(k,2’) sin(l,,y) sin(l,,y)
Glr,r) = bZZ "

n=1 m=1

_ 2 Z sin(k,x) sin(k,2’) sinh(k,y) sinh[k, (b — v/)]
B k,, sinh(k,,b) ’

donde r = (z,y), v = («",v), kn, = nn/a, l,, = mm/b, n,m = 1,2,...y la tltima
expresion es valida para y < y’. Hemos utilizado los métodos dados en el Apéndice C
para evaluar la suma sobre m. Reobtenemos asi el resultado (v.6.11) para el problema del
rectangulo.

V.6.7.2. Funciones de Green en dos, tres y n dimensiones

Consideremos ahora el problema de determinar la funcién de Green del laplaciano
en el espacio completo. Comenzaremos con el caso tridimensional. Las autofunciones
“normalizadas” de A en todo R son

( ) eikmz eikyy eikzz ez’k'r

Uu r) — = ,

) V2r2m 2 (2m)3/2
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donde k = (k,, ky, k.) yk - r = k,x + kyy + k,z. Satisfacen

—Au(r) = KPu(r), K = [k = k2 + k2 + K

/uk(r)ui,(r)dgr = (2;)3 /eir'(k_k’)d?’r =ik -k,

donde la integral denota valor principal sobre todo el espacio, d*r = dxdydz y
O(k — k') = 6(ky — k)0 (ky — k)0 (k. — KL).
Utilizando el desarrollo en autofunciones, la funciéon de Green puede determinarse como

1 6ik-(rfr’)

Glor) = <2w>‘/ R

i zkr cos(
= / k%dk / sm 0do
27T

sin(kr) 1
= dk = 6.6
(2m)? /0 kr dnr (v.6.69)

donde r = |[r — r'|, k- (r — r') = krcosf y hemos utilizado el resultado (deducido al
introducir la transformada de Fourier)

/ sm(:z:)dm _T
0 x 2

El resultado (v.6.69) puede también obtenerse en forma mas simple y fisica a partir
del teorema de Gauss (o sea, la identidad de Green (v.6.59) para u;, = 1). Obviamente,
debido a la invariancia traslacional y rotacional de A en el espacio completo, G(r,r’)
sera una funcion unicamente de la distancia |[r — 1’| , es decir,

G(r,v') =G(r —1']).

Considerando ahora una bola R centrada en el origen de radio » > 0 arbitrario, a partir de
—AG = §(r) obtenemos, dado que [, d(r)dV =1,

/A&W— /-—w——ammﬁzL
R OR

conr = |r|, de donde G'(r) = —1/(4mr?) y entonces,
1
G(r) = —
(r) dgr”’

donde hemos impuesto la condicion de contorno lim G(r) = 0.

r—00
Notemos que % es la unica funcién armodnica (ademas de la funcioén constante) que es

independiente de (2 en tres dimensiones, de modo que, necesariamente, G(r) oc ! para
r > 0, dado que AG(r) = 0sir # 0.
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En dos dimensiones, procediendo de la misma manera obtenemos —G’'(r)27r = 1, de
donde G'(r) = —5y

In(r/rg)

27
Recordemos que, en dos dimensiones, In r es la unica funciéon armonica (ademds de una
constante) independiente de 6. No es, entonces, posible satisfacer la condicion G(r) < oo
(y, por lo tanto, G(r) — 0) para r — oo. Lo mismo ocurre en una dimension donde,
a partir de —G’(r)2 = 1 obtenemos G(r) — G(rog) = —3(r — 1) (0 sea, G(z,2") =
—3lz — 2| + o).

G(r) — G(rg) = — r>0.

Generalizacion a n > 3 dimensiones: Utilizando el teorema de Gauss en la forma
anterior para una bola n-dimensional R centrada en el origen, obtenemos

— [ AGAV, = — [, %2dV, 1 = —G'(r)a,r"~ = 1, donde

2 n/2
= = (7; o (v.6.70)

es el area de la hiperesfera de radio 1 (S™!) inmersa en un espacio de dimension n.
(ay = 27w, a3 = 47w, ay = 27%). Por lo tanto, de G'(r) = —1/(a,,r"" 1) se obtiene,
imponiendo lim G(r) = 0,

r—00

Gr) = ——

= 2. .6.71
on(n — 2y n > (v.6.71)

Esto implica, en particular, que la solucion del problema de Dirichlet en el interior de la
bola n-dimensional,

Au=0, |r|<a, ulr)=glr), |r|=a,

€S

oG
u(r) = — —gq(r")dS", v.6.72
= St (v672)

con dS’ = " 1dQ, y df2, el diferencial de dngulo solido n-dimensional. En el centro

r = 0 obtenemos entonces — 9% = —G'(r) = W y, por lo tanto,

u(0) = / 0(2,)42, = {ghon (v.6.73)

Qp

Es decir, u(0) es el promedio de los valores que toma en el borde de la bola. Esto de-
muestra, nuevamente, que una funcién arménica no constante no puede tener maximos ni
minimos locales en ninguna dimension.

Problema sugerido V.6.10: Demostrar el resultado (v.6.70). Sugerencia: Integrar la fun-
cion e~ en R™, utilizando coordenadas cartesianas y coordenadas polares.
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V.6.7.3. Funcion de Green para el semiplano

En general, la funcion de Green para una region D puede obtenerse sumando a la
funcién de Green para el espacio completo una funcién u armoénica en D (Au = 0 en D)
tal que la suma satisfaga la condicion de contorno G(r,r’) = 0 sir € 9D. Por supuesto,
u no tiene por qué ser armonica fuera de D.

Consideremos, por ejemplo, el semiplano y > 0 en dos dimensiones. La funcion de

Green G(r,r’), conr = (z,y), v = (2',¥), ey, > 0 debe anularse sobre el eje x
(y = 0). Esto puede lograrse mediante el método de las imagenes, colocando, ademas de
la fuente puntual en (z/,y') con “carga” 1, otra (virtual) en " = (2/, —y') con carga -1.
Asi,
1 1 d
G(r,t') = ——[nd, —lnd_]=——In—~ v.6.74
& = (-2 +@wFy)>. (v.6.75)
y r' e
y e - -t
0 /\ >;' X
_y' r"\ Yo

Figura 49: Método de las imagenes para el semiplano.

Siy=0,d, =d_yG(r,r') = 0. Notar que, ahora, G(r, ') ya no es solo funcion de
|r—1'| = d,, dado que la region no es invariante ante traslaciones sobre el eje .
La derivada normal en 3/ = 0 es

_ 0G(r,Y)

_ 1y
oy’

T or a2 d* = (z— ') +4°,

y'=0

con d la distancia de r al punto r’ = (2/,0) sobre el eje z. La solucion de la ecuacion
Au = 0paray > 0, con u(z,0) = f(x) es, pues,

[T OG(xr, 1) naa Yy [T fa)da

y'=0

que coincide con el resultado (v.6.14) obtenido por separacion de variables.
La ventaja de este método es que puede aplicarse directamente en tres o mas dimen-
siones. Para la region z > 0 en tres dimensiones, obtenemos, de la misma manera,

, 111
G(I‘,I‘) = E[E—I}, (v.6.77)

i = (-2 +Wy-y)V+(E=F),
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la cual se anulaen 2z’ =0,y

0G(r, 1) 1 2z

) - - = d2 — _\2 AV 2

o0 L., wd (x =)+ (y—y) + 2,

donde d es la distancia de r = (x,y,2) ar’ = (2/,4,0). La solucion de la ecuacion

Au = 0 para z > 0, con u(z,y,0) = f(x,y) es

/ / (', y)dz'dy’
@y, 2 "o [(x —a")2+ (y — y)%+ 2232

En n dimensiones, procediendo en forma anédloga, se obtiene %M —0 = %ﬁ—z, cond la
distancia de r al punto r’ sobre el eje =, = 0. !

El resultado (v.6.77) puede también obtenerse mediante el desarrollo (v.6.63) en las
autofunciones

ikxac ikyy D)

’LLk(-fE,Q, ) \/ﬁ\/ﬂ

lo que da lugar a la representacion integral

kz(fﬂ z')+ky(y—y')) Sin(k‘zz) sin(k:zzl)
G(r,r') = 27T3/ dk/ d’f/ ks K2+ k2 + k2 |

sm(k; z),

V.6.7.4. Funcion de Green para la bola y el disco

La forma mas rapida de obtener la funcion de Green en el circulo o en la bola r < a
es, nuevamente, utilizando el método de las imagenes. Consideremos, primero, el caso

de la bola. Colocando una carga +1 en r’, con [r'| = 7’ < a, y una carga virtual —% en
v’ = f%r’, con [v| =1" = ‘;—? > a, obtenemos
1.1 al
G, vy = —[-——= v.6.78
(z,r) 47r[d r’d']’ ( )

donde d, d’ son las distancias der ar’ y r”:

2
" 2rr" cos By ,

& =r®+ 1% =21 cosby, d* =1r>+r
conr = |r|y 6y el angulo entre r y .

De esta forma, si r esta en el borde de la bola (ver Figura 50) » = a. Ademas, los
triangulos (0, 1/, r) y (0, r,r”) son semejantes (pues tienen un angulo en comuny r’'/a =
a/r"),porloqued/d =r'/ay G(r,r') =0.Sir’ — 0,d = ryd — oo, conr'd — a*
se tiene

L (1 - 1) . (v.6.79)

Adrr a

G(r,0) =
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Figura 50: Método de las imagenes para la bola o disco.

Analogamente, en el caso del circulo,

—1 d'r’ 1 . da
G(r,r') = g[lnd —In - |= 5 In g (v.6.80)
Sir’ — 0,
1
G(r,0) = —2—1n(r/a) . (v.6.81)
s

En ambos casos, G(r,1’) es de la forma f(d) — f(d'r"/a).
Evaluemos ahora la derivada normal en ' = a (en cuyo casod = d', y ' =" = a).
Obtenemos

OG(r,1’) o 0d  r"od d
o |, = T e
,, 20> —d* —2arcos® . a®—r?
e 70 =)
donde 3° o), _, = —g—f;\r/:a = (a —rcosby)/d.

En el caso de la bola, f'(d) = —1/(4wd?) y la solucién al problema Au = 0 para
r < a,conu(a,Q) = f() es, reemplazando dS = a*d(Y,

oG — )dsY
ans) = - [ S sigryas - 40 [

7'90

con 6, dado por (v.6.31). Volvemos a encontrar, asi, la solucién (v.6.36) obtenida por
separacion de variables.

Para el circulo, f'(d) = —1/(27d) y la solucién al problema Au = 0 para r < a, con
u(a,0) = f(0) es, reemplazando dS = adf/’,
oG a? —r* [*" f(0")do'
0) = 0)dS = ——— _—
u(r,9) 87" () 2m /0 d*(a,r,6p)’

con 6y = 6 — @', que coincide con (v.6.21). El caso n dimensional se trata en forma
similar.
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En el caso bidimensional, la funciéon de Green para una region D arbitraria puede
hallarse mediante una transformacion conforme w = f(z) que mapee D en el interior del
circulo unidad. Mas atin, si se mapea 2’ en el origen, utilizando (v.6.81) vemos que la
funcion de Green sera, directamente,

1
G(z,7) = —%ln lw] .

Por ejemplo, (v.6.80) puede obtenerse de (Vv.6.81) mediante la transformacion conforme

z—2 ,
w=a———, |¥|<a,
zzZ" —a
aet? — 5!
= 2/*ei0 _q

que mapea 2’ a 0y el circulo |z| < a en el circulo |w| < 1 (si z = ae?, |w|
1). En efecto,
alz — 2| ad
’U)| = ‘ 1% 2 ok g
2|z —a?/2|  r'd

|

cond=|z—2|,d =|z—a?/z"|,7 = |z

V.6.7.5. Funcion de Green para el problema de Neumann

Consideremos ahora el problema

ou
on
Fisicamente, es la ecuacion que determina la temperatura estacionaria en una region R
cuando existe un flujo determinado de calor a través de la superficie 0D, y fuentes inter-
nas de calor representadas por f(r). Obviamente, para que exista solucion estacionaria,
es necesario que el flujo total de calor a través de 9D sea igual (y opuesto) al proporcio-
nado por f en todo el volumen. Como ya hemos visto al definir este problema de borde,
matematicamente, esto es consecuencia de la aplicacion de la identidad de Green (ver

[20]),

—Au = f(r), =g(r)sire dD. (v.6.83)

ou
/Em g(r)dS = ., %ds = /DAudV S /@ f(r)dv . (v.6.84)

Esta es una condicion necesaria para la existencia de solucion. Por otro lado, es claro que
la solucion, si existe, no es Gnica, pues puede sumarse una constante arbitraria: Si u(r) es
solucion = u(r) + ¢ es también solucion. La constante ¢ es, de hecho, una autofuncion
de A para el problema de Neumann homogéneo, con autovalor 0:

—Auk(r) = )\kuk(r), % =0siredD. (V685)

El autovalor mas bajo es Ay = 0y corresponde a la autofunciéon normalizada ug(r) =
1/ V'V, donde V = j:D dV es el volumen de D. Por ortogonalidad con uq, el resto de las
autofunciones tendra valor medio nulo:

1
—/uk(r)dV:O, kA0
Vo
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Consideremos, primero, el caso g(r) = 0 (o sea, g—z = 0 en 0D), que correspon-

de a un borde térmicamente aislante. La condicidon necesaria de existencia de solucion
estacionaria es que el calor total suministrado en el interior sea 0:

/f@mvzo. (V.6.86)
D

En este caso, podemos escribir u(r) = >, Apcrui(r), f(r) =D, frur(r), con ug(r) las
autofunciones determinadas por (v.6.85) y

%_Ammmmm ﬁ_AﬂMQMW.

La condicion (v.6.86) implica

. b NdY —
ﬁ:AﬂWMWW—¢VAﬂﬁW 0.

Multiplicando la ecuacion (v.6.83) por uj(r) y utilizando (v.6.60), obtenemos
AkCre = fr
Como \g = fo = 0y Mg # 0si k # 0, tenemos
¢k = fu/ e, k>0, ¢y arbitrario.

La solucion puede, por lo tanto, escribirse como

u:/gJN(r,r)f(r)dV—l—c,

donde
N(I‘, I‘/) _ Z uk(r)u,j(r/)

A
k>0 k

es la funcion de Neumann, y c una constante arbitraria, igual al valor medio % Jp u(r)dV.
N esta definida por la ecuacion

1 ON(r,r)
AN 1) =6(r—1)— —, ) _ D
donde hemos sustraido a la fuente puntual su valor medio:

1 fo1
VA&“”MV_V’
de forma que [ [6(r —r') — ]dV = 0. Notemos que
/ 1 / * / * /
d(r—r')— V= d(r —r') —up(r)ug(r') = Zuk(r)uk(r ).

k>0
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Resolvamos ahora el problema general (v.6.83). Utilizando (v.6.60) obtenemos

Mew = fot g 9= [ wi)g(r)ds.
oD
donde la condicidn (v.6.84) implica

fo+g0=0.

Por lo tanto,
Jr + gk

Cr = )
Y

k >0, co arbitrario.

Obtenemos, finalmente,

u(r,r’) /N r,v')f(x)dV + [ N(r,r')g(r')dS + ¢,
oD

donde ¢ = v fD r)dV es una constante arbitraria.
Como ejemplo dlrecto, en el caso de un rectangulo, 0 <z < a,0 <y < b,

Z cos(kpx) cos(kpx’) cos(lny) cos(lny')
" ab k2 +12, ’

donde k, = nw/a, l,, = mnw/b,conn,m = 0,1,2,...,y Qum = 2 — Jpo — Omo (0 sea,
oz()O:O,aOm:oznO:l,oznm:2sin>0,m>0).

V.6.7.6. Solucion para el problema general de Dirichlet

La solucién del problema general de Dirichlet

L.(u) = f(r),reD, ulr)=g(r), redD
Le(u) = —Aru+q(r)u

puede expresarse en términos de la funcion de Green G(r, r’), definida por
L(G)=6(r—1"), reD, Gr,v')=0,redD, (v.6.87)

como

oG
“g(r)ds’, V.6.88

u(r) = /DG(r,r’)f(r’)dV’—

donde n’ es la direccion normal hacia exterior. Por supuesto, aqui hemos supuesto que
la solucion de (v.6.87) existe. La expresion (v.6.88) se puede demostrar utilizando el
desarrollo en autofunciones de L con condiciones de contorno homogéneas. G vuelve a
estar dada entonces por la expresion (v.6.63). Se puede llegar también a (v.6.88) direc-
tamente de (v.6.87), intercambiando r por r’, multiplicando luego (v.6.87) por u(r’) e
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integrando finalmente sobre D respecto de r’, utilizando el teorema de Green y la simetria
G(r,r') = G(r',r):

u(r) = /D 50 = r)ue)aV" = [ LofGle, " fu(e)av”

_ / [_%u(r’)+G(r,r')%]dS’+ /D G(r, ') Lo [u(r')] V"’

_ / _f (r')dS' + /D Glr, ') f(x))dV"

donde, en la ultima linea, se han utilizado la condicion de contorno homogénea de GG y el
valor de u en el borde.

V.7. Ecuaciones hiperbdlicas y parabdlicas en mayores
dimensiones espaciales

V.7.1. Ecuacion hiperbdlica en mas variables. Ondas y funcion de
Green en el espacio n-dimensional

Consideremos, ahora, la ecuacidon general de ondas,
uy — v:Au = f(r,t), (v.7.1)

donde A es el laplaciano, en una region D simplemente conexa de un espacio n-dimensional,
con la condicion de contorno

u(r,t) = g(r,t), r€dD (v.7.2)
y la condicion inicial
u(r,0) = ¢(r), u(r,0) =1v(r). (v.7.3)

Sean u(7) las autofunciones normalizadas del laplaciano en dicha region con condicio-
nes de contorno homogéneas,

—Aug = Mug, ug(r)=0sir € dD (v.7.4)
/ u’,;(r)uk,(r)d\/ = Opp - (v.7.5)
D

En primer lugar, mediante el método de separacion de variables podemos ver que la solu-
cion general de la ecuacion de ondas homogénea con la condicion de contorno u(r,t) = 0
sir € 0D (membrana elastica fija en el borde) puede expresarse en términos de las auto-
funciones anteriores como

u(r,t) = Z ug(r)[ag cos(vAt) + by sin(vAgt)] . (v.7.6)
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Problema sugerido V.7.1: Demostrar el resultado (Vv.7.6) utilizando separacion de varia-
bles, y dar una expresion para a; y by en términos de las condiciones iniciales.

Problema sugerido V.7.2: Dar la expresion explicita de (v.7.6) para 1) un rectangulo de
lados a, b, y i1) un disco de radio a.

En el caso general, podemos desarrollar u(r,t) y f(7,t) como

u(rt) = Y et t), ) = /D (e, H)dV
fr) = S AOu) Ko = [ o

y efectuar una integracion “por partes” tal que

- / wAudV = / WO g / uluydV
D on D

ge(t) /v? + Aeer(t),

donde

w0 = [ grn®Eas

Multiplicando la ecuacion (v.7.1) por uj(r) e integrando obtenemos, entonces, la ecua-
cion diferencial ordinaria

dZCk

thv ke = filt) — gi(t).
Empleando la expresion de la funcion de Green para ecuaciones diferenciales ordinarias
(ver I1), se encuentra

sin(wyt)

ce(t) = ¢,(0) cos(wyt) + ¢, (0) o

+ /Ot w(fk(tl) _ gk(t/))dt/ |

Wk

con wy = v/ \g las frecuencias propias del sistema 'y

0(0) = [ wimomav. 40 = [ wimeav

// (0,0t — ) f (! #)dV"d’

t/wurtw<>+@@rtw<mW'
—v? /89) /000 8G(r,;;;/t — tl)g(r', t")dS'dt’ (v.7.7)

Obtenemos, asi,
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con

()l (') H (2) (v.7.8)

rrt Z

k

la funcion de Green causal de la ecuacion de ondas, que satisface

82
(@ —v?A)G(r, v’ t) = 0(r — 1')d(t)
y la condicion de contorno que caracteriza a nuestro problema.
G(r,r’,t) es la amplitud en (r, ¢) para un impulso puntual en (r’, 0) que se anula para
t<O0.

Por ejemplo, para una cuerda finita de longitud a con extremos fijos,
2 o .
G(x, o' t) = -

con w, = v(nw/a).
Para una membrana circular de radio a con borde fijo,

sm (nmx/a) sin(nrx’/a)H(t) , (v.7.9)

1 Sin(Womt) Jn (knmr /@) Jp (Epmr’ /@)™ 0=
G(r,r",0,0't) = , (v.7.10
donde wy,,, = vk, /a son las frecuencias propias y k,,, denota el emésimo cero de J,,
(Jn(kpm) = 0),conm =1,2,...,n=0,1,.... Lafrecuencia fundamental (la mas baja)
es wo1 ~ vk /a, con kg; ~ 70,765. Notemos que

wor ~ 01,3577 /VA,

donde A = ma? es el area de la membrana. Esta es la frecuencia mas baja que puede
obtenerse para un area dada con extremos fijos.

Problema sugerido V.7.3: Mostrar que, para una membrana cuadrada, la frecuencia fun-

damental es v/27 / VA.

Para una cuerda infinita, las autofunciones normalizadas son

ikx

ug(x) = Nors /_OO uwy(z)up (z)de = 6(k — k)

y, por lo tanto,

H(t) [ sin(kvt) 0, .
aQ ’ £ = ik(z x)dk
@a't) = [

— %[H(:{:—x’—l—vt) — H(z—2'—vt)] =

H(vt — |[x—2'|)
20 ’
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G
-1
n=1
& n=2
n=3
X
-vt 0 vt

Figura 51: Esquema de la funcion de Green de la ecuacidon de ondas en una, dos y tres
dimensiones.

donde la ultima expresion es valida parat > 0. Hemos tomado valor principal y recordado
que la transformada de Fourier de H(z+a) — H(z—a) = ﬁg[a] ng0||<>|\&(1|| es

1 [~ . 1 [*_.

Py /LH(I +a) — H(x —a)le **dk = Dy 7§_kadx
et —emke sin(ka)
B omik 7k

En el espacio tridimensional,

G(r,r';t) =

H(t)/ Sm(vkt)eik'(r_r/)dgk,
(27)3 Jps vk

donde k = |k|. Pasando a coordenadas polares y definiendo » = |r — r/|, se obtiene

G(r, v’ t) = M/ Mdek/emmsesinﬁdG
0 0

27)? vk
(27)
2H(t © ) H (t 00 s .
- (27r)(2137"/0 sin(kvt) sin(kr)dk = 87T2(v>r /oo[e K(r=vt) _ gik(r+o0)] g
_ Y ~ O(vt—r)
= T [6(r —vt) = 0(r +vt)] = i

donde la ultima expresion es valida para ¢ > 0 y representa una superficie esférica
alejandose de la fuente con velocidad v y amplitud proporcional a 7—*. Notemos la gran
diferencia con el caso unidimensional. Esta forma de la funcion de Green permite la trans-

mision limpia de pulsos en 3 dimensiones.

Problema sugerido V.7.3: Probar que, en el caso tridimensional, una solucion de la ecua-
cion de ondas que depende solo de r = |r|, debe ser de la forma

u(r,t) = f(r—ot)/r+ g(r+vt)/r. (v.7.11)
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En el caso bidimensional, se obtiene

/ H(t) SiH(Ukt) ik-(r—1') 32
G(r,r',t) = (27)2/1%2 " e =) 2

H(t 00 ot ket m Ht o
_ (1) / sin(v )kdk/ pikreost g _ L/ sin(kvt)Jo(kr)dk
(271')2 0 vk 0 2mv 0

H(t) H((vt)* —r?)

2\ S(vt)2 =12’

resultado que puede interpretarse como “intermedio” entre los correspondientes a 1 y 3
dimensiones espaciales.

V.7.2. Difusion en el espacio n-dimensional. Funcion de Green de la
ecuacion general de difusion

Consideremos la ecuacion de difusion en n dimensiones espaciales,
u — aAu = f(r,t), a>0 (v.7.12)
en una region simplemente conexa D, con la condicidon de contorno
u(r,t) = g(r,t), re dD (v.7.13)
y la condicion inicial
u(r,0) = ¢(r), reD. (v.7.14)

En primer lugar, mediante el método de separacion de variables, podemos ver que la
solucion general de la ecuacion de difusion homogénea con la condicion de contorno
u(r,t) = 0sir € 9D (por ejemplo, temperatura nula en el borde) puede expresarse en
términos de las autofunciones y autovalores (v.7.4) como

u(r,t) = Z g (r)e MR (v.7.15)
K

Problema sugerido V.7.4: Demostrar el resultado (v.7.15) utilizando separacion de va-
riables, y dar una expresion para ¢, en términos de la condicion inicial.

Problema sugerido V.7.5: Dar la expresion explicita de (v.7.15) para 1) un rectangulo de
lados a, b, y i1) un disco de radio a.

Consideremos, ahora, el caso de la ecuacion inhomogénea. Mediante el desarrollo

U(I‘, t) = Z Clc<t)uk(r)’ f(I‘,t) = Z fk(t)uk(r)v (V716)

k
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donde uy(r) son las autofunciones del laplaciano con condiciones de contorno homogéneas,

—Auy, = A\puy, uk('r) =0,siredD

exl(t) = /D @ (©)ulr, AV, fult) = /D i (v) f(r, )V, (v.7.17)

se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria para ¢y (t):

de

- + aXeer = fir(t) — gi(t),

donde gx(t) = a [, g(r, t)a%f)db”. La solucion es

ci(t) = cp(0)e M + / e M () — gr(t))at
0

con

() = [ wiw)or)iv.
D
Obtenemos, finalmente,
u(r,t) = // G(r,v';t — ') f(x', t")dV'dt
o Jo

4 / Gl v, o)AV — a / / 0CGx Tt = ) o prasiar,
D a0 Jo on’

(v.7.18)
donde
Gr,y t—t) = Y ey (r)yup(x')H(t — 1)
' (v.7.19)
= K(r,vt—tH({t—1) (v.7.20)

es la funcion de Green de la ecuacion de difusion, que satisface

0
(a —aA)G(r, vt =) =6(r —1')o(t — 1)
y la condicion de contorno que caracteriza a nuestro problema. G(r,r’, ¢ — t) es la tem-
peratura en (r,¢) para una fuente de calor puntual en (r',¢’), siendo nula para t < t'.
En cambio, K (r,r/,t) = >, e !y, (r)uf(r’) satisface la ecuacion de difusion ho-
mogénea, K; — a«AK = 0, con condicion inicial lim;_,o+ K (v, 7’ t) = §(r — r’).
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Por ejemplo, para una barra finita de longitud a,
G(r,r' t) Z —om*r?t/a® sin(nrz/a) sin(nma’ /a)H (t) (v.7.21)
=1

mientras que, para una barra infinita,

H(t 0 ) , (z—a')? /4ot
G(r,r',t) = A / emoRteika—agr =TT f) (v.7.22)
2t J_o 2v/mat
y, para el espacio tridimensional,
H(t) / B 5, . . 6 —|r—r'|2 /4at
G(r,r' t) = —= [ e okltek=) B — , v.7.23

ya que la integral se descompone en el producto de 3 integrales similares a la del caso de
una dimension.

El caso n-dimensional es similar. La funcion de Green de la ecuacion de difusion con-
serva, en consecuencia, la misma forma gaussiana en 1, 2, 3 o n dimensiones, a diferencia
de la funcién de Green de la ecuacion de ondas.

Problema sugerido V.7.6: Determinar la funcién de Green de la ecuacion de difusion
para un disco y para una esfera solida (bola), ambos de radio a, para la condicion de con-
torno de Dirichlet.

Problema sugerido V.7.7: Dar la forma general de la funcion de Green de la ecuacion
de difusion para condiciones de contorno de Neumann.

Para finalizar, mencionamos que la solucion del problema general
u + alyp(u) = f(r,t), a>0 (v.7.24)

en una region simplemente conexa D con

Ly(u) = —Ayu+ q(r) (v.7.25)
y la condicion de contorno
u(r,t) = g(r,t), r€dD (v.7.26)
y la condicion inicial
u(r,0) = ¢(r) (v.7.27)

estd dada nuevamente por la expresion (v.7.18), con G dada nuevamente por la expresion
(v.7.19)~(v.7.20), con L, (uy) = Apug y ug(r) = 0 en 9D. G satisface

(8875 +al)G(r, 't —t')=06(r —1')o(t — t) (v.7.28)
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con G(r,r';t —t') = Oparar € 9Dy G = 0 parat < t'. La expresion (v.7.18) para la
solucion general puede obtenerse mediante el desarrollo en autofunciones, o también de la
ecuacion (v.7.28), intercambiando r por r/, multiplicando luego por u(r’, t') e integrando
respecto de v’ y ¢/ en D y (0, 0o) respectivamente, aplicando el teorema de Green en 1’ y
la integracion por partes en t'.

Problema sugerido V.7.8: Encontrar la expresion (v.7.18) siguiendo el procedimiento
que se acaba de proponer (partir de u(r,t) = [ dt’ [, dV' u(r',t')0(r" —r,t' —t)).

Problema sugerido V.7.9: Utilizar un procedimiento analogo al del problema V.7.8 para
derivar la funcion de Green (v.7.8) de la ecuacion de ondas.
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VI.I PRINCIPIO DE HAMILTON PARA SISTEMAS CON UN NUMERO
FINITO DE GRADOS DE LIBERTAD: ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

En este libro hemos intentado dar una introduccion a la teoria de las ecuaciones dife-
renciales, haciendo hincapié en aquellos aspectos que consideramos de especial interés,
en una primera aproximacion al estudio de los fendémenos fisicos. Este objetivo nos ha
conducido, inevitablemente, a presentar una diversidad de definiciones, teoremas, ecua-
ciones, funciones, ejemplos, etc. Al observar, retrospectivamente, este panorama vario-
pinto, es de esperar que pueda el/la lector/a reconocer ciertos hilos conductores, que le
otorguen una mirada articulada y compacta del tema. Para abonar esta idea, de sintesis
y unidad, que debe, a nuestro juicio, seguir al necesario analisis de las particularidades,
hemos decidido concluir este libro presentando brevemente un tema que expresa de modo
singular la indisoluble unidad entre la Fisica y la Matematica.

Los llamados principios variacionales tienen una gran importancia en Fisica. Ya he-
mos considerado previamente la existencia de un problema variacional asociado con el
problema de Sturm-Liouville en III.1.5. Ahora nuestro objetivo es mostrar que todas las
ecuaciones diferenciales de relevancia en el contexto de problemas fisicos pueden obte-
nerse a partir de un principio variacional. Los primeros ejemplos de gran trascendencia,
en cuanto a sus aplicaciones, han sido el llamado Principio de Hamilton y la formulacién
lagrangiana de la Mecanica Clasica [17], que permiten obtener las ecuaciones de movi-
miento de Newton pero de un modo mas general y flexible. Este enfoque hace posible
estudiar con naturalidad sistemas mecanicos sujetos a vinculos, cuyo tratamiento resulta
engorroso (cuando no imposible) en el esquema original de Newton. Pero su influencia va
mucho mas all4, sirviendo de marco unificado para todos los desarrollos modernos de la
Fisica, que a partir de las teorias de la relatividad y la mecénica cuantica, han dominado
el escenario desde principios del siglo XX y hasta nuestros dias. Tal vez la principal razén
de este protagonismo resulte ser el rol central que ocupan los principios de simetria en la
Fisica contemporanea y el hecho de que las invariancias asociadas y sus correspondientes
leyes de conservacidn, se manifiestan del modo mas natural y elegante a través de los
principios variacionales.

Resulta conveniente empezar a describir el uso de los principios variacionales consi-
derando el caso de un sistema con un numero finito de grados de libertad. Luego exten-
deremos la formulacion para el caso en que el nimero de grados de libertad es infinito
(sistemas continuos).

VI.1. Principio de Hamilton para sistemas con un nume-
ro finito de grados de libertad: ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

Consideremos una particula de masa m y posicion dada por el vector r. La energia
cinética esta dada por
1

T=gm (& + 9 + %),
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donde x, y, z son las componentes de r en un sistema de coordenadas cartesianas y &, co-
mo es tradicional en el contexto de la mecanica analitica, denota derivacion con respecto
al tiempo: = = %x. Supongamos que la particula estd sometida a una fuerza conservativa
F. Existe entonces una funcion escalar U(r) = U(z,y, z), llamada energia potencial, tal
que FF = —-VU.

En este punto resulta conveniente realizar un cambio en la notacion: » — x. Esto
indica que la forma en que escribimos a las componentes del vector posicion cambian del
siguiente modo: x — x1, y — X2, 2 — x3. Con esta notacion la componente i-ésima de la
fuerza se relaciona con U(xy, z9, x3) en la forma F; = —S—Z_, y la componente i-ésima de

la cantidad de movimiento puede expresarse como m &; = %. Tenemos, entonces, una
K3
nueva manera de escribir las ecuaciones que surgen de la segunda ley de Newton:

dor _ ou

con ¢ = 1,2,3. El lector puede preguntarse con qué propodsito reescribimos las fami-
liares ecuaciones newtonianas del movimiento de un modo aparentemente tan artificial.
Veremos en breve que, como sucede a menudo en Fisica, la expresion de una ecuacién ya
conocida en términos de nuevas magnitudes, puede conducir a nuevos desarrollos concep-
tuales, con consecuencias de largo aliento. En este caso, la nueva forma de las ecuaciones
de movimiento implica colocar en el primer plano a cantidades que representan formas
de la energia, 7'y U, a expensas del concepto de fuerza. Dado que 7' depende solo de
las componentes de la velocidad y U es funcion de las coordenadas y no de la veloci-
dad, es posible escribir las ecuaciones de movimiento en términos de una unica funcioén
L(xy, 9, 3,31, o, @3) = T(&1, T2, ¥3) — U(x1, T2, x3), denominada lagrangiano del sis-
tema bajo estudio (en este caso una particula),

con i = 1,2, 3. Esta es la forma lagrangiana de las ecuaciones de movimiento. Aunque
la encontramos para el caso de una particula, se generaliza facilmente para el caso de
un sistema de particulas. Pero lo mas interesante de la forma de estas ecuaciones es que
sugiere la posibilidad de ser derivadas a partir de un principio variacional. Para mostrar
esto, del modo mas general posible, consideremos un sistema fisico cualquiera cuya po-
sicion esta determinada de manera univoca por n cantidades independientes ¢y, qs, ...q,
que se denominan las coordenadas generalizadas del sistema, que no necesariamente son
cartesianas. Este numero n se denomina niimero de grados de libertad del sistema. Las
velocidades generalizadas estan dadas por ¢y, ..., ¢,,. La experiencia ha demostrado que el
estado mecanico de un sistema queda completamente determinado cuando se tienen da-
das, para un dado instante, sus coordenadas y velocidades. Por lo tanto, es natural caracte-
rizar a un sistema mecanico mediante una funcion lagrangiana L(qy, . . ., ¢n, q1, - - -, 4n, t)-
Notese que en este caso general consideramos la posibilidad de que L dependa explici-
tamente del tiempo. Supongamos que el sistema ocupa posiciones dadas en dos instantes
de tiempo ¢, y t1, y estas posiciones estan determinadas por los conjuntos de valores de
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fo t

Figura 52: Esquema de ¢(¢) (curva que minimiza la accion S entre o y t1 para ¢(to) = qo,
q(t1) = q1) y de q(t) + 0q(t) para dos variaciones distintas dq(¢).

las coordenadas generalizadas: ¢ = (q1(to) = ¢, @2(to) = @3,...,qu(te) = ¢°) y
¢V = (q(t) = ¢}, q2(t1) = @3, ..., qga(t1) = ¢}). Definimos ahora una nueva cantidad
llamada la accidn del sistema:

t1
S:/ L(ql,...,qn,qh...,qn,t)dt. (VI.1.2)

to

El principio de minima accion (o principio de Hamilton) establece que el sistema se mue-
ve entre ¢(© y ¢ de manera tal que la accién S tome un valor extremo (usualmente es
un minimo, lo que justifica el nombre del principio, pero puede también ser un maximo).
Notemos que, al estudiar la evolucion de un sistema, en lugar de partir de las ecuaciones
del movimiento, estamos partiendo del principio de Hamilton, las ecuaciones que rigen el
movimiento son una incognita que debemos obtener como consecuencia del mencionado
principio. Para mostrar como encontrar estas ecuaciones consideremos, por simplicidad,
un sistema con un solo grado de libertad, es decir que su lagrangiana es L(q, ¢, t). La ac-
cion es una funcional que depende de la funcion ¢(t). Para encontrar ¢(t) (a través de sus
ecuaciones de movimiento) debemos imponer las condiciones para las cuales la accion
toma un valor extremo, con las condiciones inicial y final: (o) = ¢ y q(t1) = ¢'.
Matematicamente este problema corresponde al llamado calculo variacional. Si bien una
discusion rigurosa de los métodos variacionales no esta dentro de los objetivos de este
libro, presentaremos a continuacién un modo intuitivo de resolver el problema, que sigue
la linea del célebre texto de Landau y Lifshitz [17] (el lector interesado puede consultar
[5D.

Supongamos que ¢(t) es la funcion para la cual S alcanza su valor extremo, y, para
ser mas definidos supongamos también que este valor es un minimo. Si, en lugar de ¢(t),
se considera cualquier otra funcion ¢(t) + dq(t), siendo d¢(t) una funciéon que permanece
pequefia en el intervalo (to, t1), se cumplira que

t1

ty
/ L(g + 8q(t).d + 6. t) dt — / L(g, g, ) dt > 0. (VL.1.3)

to to
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La funcion 0¢(t) se llama variacion de la funcion q(t). Notemos que d¢(ty) = dq(t1) = 0,
para que se cumplan las condiciones inicial y final del movimiento. Observemos también
que el tiempo ¢ aparece inalterado en esta expresion, lo que, en término de variaciones
corresponde a la condicion 6t = 0. Esto significa que en todas las “trayectorias” consi-
deradas (la real y las variadas) el sistema va evolucionando al mismo “ritmo”, partiendo
todas en el mismo instante de ¢(¥) y llegando todas en el mismo instante a ¢'"). Por otro
lado, el miembro izquierdo de (VI.1.3) es lo que cambia la accion al variar ¢(t). Esta can-
tidad se llama variacion de la accién. Un modo concreto de implementar esta variacion es
desarrollando L(q+ dq(t), ¢+ d4,t) en serie de potencias de las variaciones dq y d4. Si en
este desarrollo conservamos sélo los términos de primer orden, encontramos la primera
variacion de S, que indicaremos como 05 (la segunda variacion se obtiene al conservar
los términos de segundo orden),

5S = / (—5 +—5q) dt. (VI.1.4)

Asi como en el analisis matematico de funciones usuales, de una variable, los extremos
de la funcién se encuentran mediante la anulacion de la derivada primera, en el caso de
funcionales existe un teorema que asegura que si S adquiere un valor extremo para ¢(t),
entonces se cumple (condicion necesaria) que 5 = 0. Igualando a cero la expresion
(VI.1.4) para 0.5 e integrando por partes el segundo término (luego de utilizar la propiedad
0q = d6q) se obtiene

d oL oL 1"

donde enseguida advertlmos que el término de la derecha, que proviene de la integracion
por partes, se anula, ya que ¢ = 0 tanto en ¢, como en ¢;. En los casos de interés
fisico las funciones ¢(t) y d¢(t) son continuas, por lo tanto se cumplen las condiciones de
validez del lema fundamental del cdlculo variacional [5]: siendo f(t) y dq(t) continuas
en el intervalo [t, t1], si t';l f(t)oq(t)dt = 0V dq(t), entonces f(t) = 0. De este modo,
partiendo del principio de minima accion obtenemos la ecuacidon de Euler-Lagrange:

——— — — =0, (V1.1.5)

para un grado de libertad q. La extension al caso general de n grados de libertad es directa.
Dado que, por definicion, las n coordenadas ¢; son independientes, también lo son sus
variaciones d¢; y el procedimiento anterior permite obtener

d oL 0L
dt 8% 8(]@'
que constituyen un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
que tiene como incognitas a las n funciones ¢;(¢). Como sabemos, la solucion general
de este sistema contiene 2n constantes arbitrarias que se determinan especificando las

condiciones iniciales, por ejemplo dando ¢;(¢) y ¢;(t) (i = 1,. .., n) para un dado instante
tg.

=0,1=1,...,n, (V1.1.6)
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VI.2. Principio variacional para sistemas continuos: ecua-
ciones diferenciales a derivadas parciales

Vibraciones longitudinales de una barra

Consideremos una barra so6lida muy larga, formada por NV particulas, todas igualmente
espaciadas por una distancia a, y cada una de ellas con una misma masa m. Supongamos
que cada una de estas particulas vibra longitudinalmente, y se conecta con sus vecinas
mediante resortes de constante k. Este sistema se suele llamar una cadena armonica lineal.
Llamaremos u; al desplazamiento de la ¢-ésima particula con respecto a su posicion de
equilibrio. Las energias cinética y potencial elastica de este sistema estan dadas por

1
U= 5 Z@:]{] (ul - ui,l)z.
La fuerza que actua sobre la j-ésima particula es
ou
8u]-
De acuerdo a lo visto en la subseccidon anterior, la funcion lagrangiana del sistema
puede escribirse en la forma

1 m . U; — Ui
L= 5 zi:a(; ;% — k:a(Tl)Q) = zi:aLz-,

—k(uj —uj1) + k(ujn — uy).

donde queda definida la cantidad L,. Realicemos ahora el pasaje al limite continuo, que
consiste en considerar m — 0y a — 0, pero de modo tal que el cociente ' se mantiene
finito. De hecho, este cociente es la densidad lineal de masa y = “*. Por otro lado, la ley
de Hooke establece que el alargamiento es proporcional a la tension, lo cual conduce a
F; = Y=+ donde la constante Y = ka es el modulo de Young del material. Cuando
pasamos de la descripcion discreta del sistema, al continuo, el indice ¢, que identifica a
una dada masa puntual, se convierte en una coordenada x. Entonces, esquematicamente,
se tiene: ¢ — x y u; — u(x), donde omitimos, momentaneamente, la dependencia en ¢,
para mayor claridad. Ademas, en este limite,

Ui —Ui-y u(z +a) — u(x) ou
a a Ox

y la suma sobre todas las particulas pasa a ser una integral:
Z a — / dzx,
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mientras que la cantidad L;, definida antes, pasa a ser la llamada densidad lagrangiana

£ = 5 () — ¥ (u,)?),

N | —

donde, por supuesto, la funcién u depende tanto de x como del tiempo ¢. En este contexto,
las funciones u(t, x) asi obtenidas suelen llamarse campos.

Destaquemos el papel que juegan x y u(¢, x) en esta formulacion continua. Remar-
quemos que = no representa una coordenada generalizada sino una especie de indice
continuo que reemplaza al indice discreto i. Asi como cada valor de i correspondia a una
coordenada generalizada u;, al pasar al continuo hay una coordenada generalizada u(t, z)
para cada valor de x. Y, como x, al ser una variable continua, toma infinitos valores, en-
tonces el sistema continuo puede considerarse como un sistema con infinitos grados de
libertad. Esto nos guia directamente al tema central de esta seccidn, el de las ecuaciones
de movimiento. Notemos que ahora la accion puede escribirse en términos de la densidad
lagrangiana como

t1 xr1
S = / / L(ug, uy) dt dz. (V1.2.7)
to x0

Como antes, imponemos la condicién 0.5 = 0, con las condiciones du = 0 en los bordes
(dados por t = tg,t1 y © = xg, 1), lo cual nos lleva, mediante un algebra completamente
analoga a la de la subseccion anterior, a la ecuacion:

H Ut _Yuxz - Oa

que coincide, en su forma, con la ecuacidén de onda en una dimension discutida en V.4.1.

Notemos que en el ejemplo precedente la densidad lagrangiana es una funcional de u;
y u,. En casos mas generales, en los que hubiesen, por ejemplo, fuerzas adicionales lo-
cales, £ podria depender también de u. También existen casos en que se tiene una depen-
dencia explicita de ¢ y x. Por lo tanto, una forma mas abarcativa es £ = £ (uy, Uy, u, t, x).
El principio de minima accion, con las condiciones usuales (du = 0 para t = ty,t1 y
x = xg, 71, 0t = dx = 0) da lugar a

0 0L g 0L 0L
ot Ouy + or du, Ou
que es la ecuacion de Lagrange para un sistema continuo en una dimension espacial.

Un aspecto sorprendente de estos resultados es que se obtenga precisamente una sola
ecuacion de movimiento. En efecto, como vimos en la subseccion anterior, un sistema con
un numero finito n de grados de libertad, es descripto por n ecuaciones de movimiento. A
medida que n crece, también crece el nimero de ecuaciones. Sin embargo, para n — oo,
la dindmica de todo el sistema queda determinada por una sola ecuacion. Pero esta tnica
ecuacion resulta ser a derivadas parciales, mientras que las ecuaciones que se obtienen
para n finito son ordinarias.

Es importante enfatizar que esta formulacion continua se generaliza de un modo bas-
tante directo en dos direcciones: cuando se deben considerar mas dimensiones espaciales,

0, (V1.2.8)
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V1.2 PRINCIPIO VARIACIONAL PARA SISTEMAS CONTINUOS:
ECUACIONES DIFERENCIALES A DERIVADAS PARCIALES

y cuando el problema requiere la consideracion de un nimero mayor de campos (que
pueden, eventualmente, interactuar entre si). Como ejemplo del primer caso, resulta ins-
tructivo estudiar las vibraciones transversales de una membrana eléstica delgada.

Vibraciones transversales de una membrana delgada

Llamemos u(t, x,y) al desplazamiento de la membrana con respecto a su posicion de
equilibrio, dada por v = 0. La membrana se extiende a lo largo de una regién R cuya
frontera es una curva simple C', que supondremos fija. Para obtener la ecuacion de movi-
miento mediante el principio variacional, debemos determinar la lagrangiana del sistema.
Sea p = p(z,y) la masa por unidad de area de la membrana. En estas condiciones, la
energa cinética del sistema esta dada por

1
T = —// pu? dw dy, (V1.2.9)
2J) Jr

donde la integral se extiende a lo largo de R. La energia potencial se obtiene calculando
el trabajo realizado por la tensidon de la membrana al cambiar su area. Llamemos 7 a la
tension por unidad de longitud, que supondremos constante. Al estirarse la membrana se
produce un cambio en el elemento de superficie: dz dy — dA, de modo que el incremento
infinitesimal de energia potencial elastica estd dada por

dU = 7 (dA — dz dy). (V1.2.10)

Si 7 es el vector de posicion de un punto sobre la membrana, su cambio infinitesimal es

P or or or or 4 i
dr = g-dx + oy dy. A su vez, los vectores g-dry oy dy estan asociados a los lados del

elemento de superficie dA. Mas especificamente, se cumple que

dA =| %dz X g—;dy | . (VI.2.11)

Dado que, en el sistema cartesiano que estamos utilizando se tiene 7 = 27 + yj + uk,
evaluando el producto vectorial en (V1.2.11) y reemplazando en (V1.2.10), encontramos

dU =7 (/1 +u2 +u —1)drdy. (V1.2.12)

Ahora supondremos que las cantidades | u, | y | u, | son suficientemente pequeiias como
para aproximar la raiz en la forma: /1 + u? + uj ~ 1+ %(ug + uz) Entonces, integrando
sobre toda la region R, se tiene

1
U:§// 7 (Ul + ul) dz dy. (V1.2.13)
R

Contando con 7'y U es inmediato construir la accién

t1
S:/ // L(up, Uy, uy) dt do dy. (V1.2.14)
to R
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VI.2 PRINCIPIO VARIACIONAL PARA SISTEMAS CONTINUOS:
ECUACIONES DIFERENCIALES A DERIVADAS PARCIALES

Anulando la correspondiente variacion, 65 = 0, con las condiciones du = 0 en los bordes,
y luego de algunas integraciones por parte, hallamos la ecuacion de movimiento

T
Uyt — ;(umz + Uyy) = 0.

Esta es la ecuacion de ondas bidimensional. Sus soluciones son ondas viajeras que se
propagan con una velocidad v = \/% . Por supuesto, la solucion concreta requiere el co-

nocimiento de una condicion inicial, u(to,z,y) = f(x,y), que define la forma inicial
de la membrana. También se debe especificar una condicion de contorno: u(t,z,y) =
g(t,z,y),Vo,y € C.

Problema sugerido VI.2.1: Construir una densidad lagrangiana que permita obtener
la ecuacion de difusion en una dimension espacial.

Problema sugerido VI.2.2: Obtener las ecuaciones de movimiento que obedecen los
campos u(t, ) y v(t, z), dada la densidad lagrangiana £ = £ (a(u)? — b(uz)* + c(v;)? —
d(vy)* — U(u,v)), donde a, b, ¢, d son constantes, y U es una funcién continua de u y v.
(Generalizar apropiadamente las condiciones en los bordes).
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Apéndice A
Diagonalizacion de matrices

Sean A una matriz de n X n 'y v un vector de n x 1. Se dice que v # 0 es autovector
de A si existe un numero )\ real o complejo tal que [21, 22]

Av=)v, v#0. (A.1)

En tal caso se dice que A es autovalor de A. En estas condiciones, (A — AI)v = 0, con
v # 0, por lo que la matriz A — A\I debe ser singular:

Det[A — AI] = 0. (A2)

Esta ecuacion, denominada ecuacion caracteristica, determina todos los autovalores de
A. Dado que Det[A — A\I| = 0 es un polinomio de grado n en A, (A.2) tendra a lo sumo
n raices distintas A, reales o complejas.

Una vez hallados los autovalores )\, es decir, todas las raices de (A.2) (tanto reales
como complejas), los autovectores correspondientes v, = (vig, ..., U,)" se obtienen
resolviendo la ecuacidn (A.1), es decir, resolviendo el sistema lineal homogéneo

que tendra necesariamente soluciones v no nulas por ser A — A,/ singular. Si v es auto-
vector de A = cw, con ¢ # 0, es obviamente también un autovector asociado al mismo
autovalor. Y si v y v’ son dos autovectores con el mismo autovalor, su suma v + v’ tam-
bién lo sera (si no nula). El conjunto de autovectores asociados a un dado autovalor A\,
junto con el vector nulo 0, forma entonces un espacio vectorial, denominado espacio pro-
pio o autoespacio asociado a ). Este espacio coincide con el espacio nulo de A — A1 (o
sea, con el conjunto solucion del sistema (A.3)), y es un subespacio de R™ (o en general
C", si A o A\ es complejo).

Obviamente, los autovectores correspondientes a dos autovalores distintos son /i-
nealmente independientes (L1): v, # cvp si Ay # \iv. Analogamente, se muestra por
induccidon que m > 2 autovectores v, con autovalores distintos A; son LI: Si supo-
nemos que v,, = Z;n;ll v = Av, = ka;f CEMEVE = A 271::11 cLvy, es decir,

m—

e ! ck(Ak — A\n)vg = 0, lo que es absurdo si los primeros m — 1 v son LIy A, # Ag
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para k = 1,...,m — 1. Si una matriz tiene n autovalores distintos, tendra entonces n
autovectores LI, que formardn una base de R" (o C" en el caso complejo).
Si A posee n autovectores LI, podemos formar una matriz de autovectores

V = <’U1,...,’Un) (A4)

de n x m no singular, t.q. la k-ésima columna de V' sea el autovector vy. V' satisface la
ecuacion

A O ... 0
S0 0

AV =VA, A=
0 0 ... A

Por lo tanto, como Det[V] # 0, podemos escribir
A=VAV™ o A=V'AV, (A.5)

con A’ diagonal. Se dice entonces que la matriz A es diagonalizable. Por ejemplo, si A
tiene n autovalores distintos, tendra necesariamente n autovectores LI y sera por lo tanto
diagonalizable. Por otro lado, A puede ser diagonalizable aun cuando tenga autovalores
repetidos.

Un caso de especial interés es el de las matrices hermiticas, definidas por A;; = A%, V
1, 7, es decir,

AT = A, (A.6)

donde AT es la matriz adjunta (traspuesta-conjugada). Si A es real, A hermitica implica
A simétrica. Estas matrices, que surgen frecuentemente en sistemas fisicos, son siempre
diagonalizables, aun si el nimero de autovalores distintos es menor que n. Mas aln, sus
autovalores son siempre reales, y los autovectores correspondientes a autovalores distintos
son ortogonales con respecto al producto escalar usual:

’U]: c UV = E v;‘kvik/ =0 si )\k 7é /\k;’ .

(2

En efecto, si
A’Uk = )\k’l)k, A’l)k/ = )\k’vkz’ s (A7)

multiplicando la primera ecuacion a izquierda por el vector fila v,i obtenemos

v,tAvk = \g(v] - vg)

dado que v,ivk = v} - vk. Si A es hermitica, 'U;LAvk = Zij v, Aijvji, es real, y también
es real v} - v = Y, [vA|, por lo que A, debe ser real. Ahora, tomando el traspuesto

conjugado de la primera ecuacién en (A.7), tenemos

viAd =\l

302



DIAGONALIZACION DE MATRICES

donde hemos tenido en cuenta que A" = Ay \* = \;. Multiplicando la ecuacién anterior
a la derecha por el vector columna vy y la segunda ecuacion en (A.7) a la izquierda por
el vector fila v] y restando, obtenemos

0= (A = Aw)(vg - o),

de donde v; - vy = 0'si Ay # . Los autovectores correspondientes a autovalores iguales
pueden también elegirse ortogonales, por lo que en el caso de matrices hermiticas, existe
un conjunto completo (base) de autovectores normalizados (v}, - v, = 1) tal que

UZ “ U = Ol )

en cuyo caso la matriz V resulta unitaria: V' = V1.

Las matrices antihermiticas (AT = —A) son también siempre diagonalizables y po-
seen un conjunto completo de autovectores ortogonales, pero sus autovalores son imagi-
narios (\; = i|\|). Esto es inmediato ya que si AT = — A, la matriz B = i A es hermitica
(B" = —iA" = B)y por lo tanto diagonalizable. A = —iB es entonces diagonalizable,
con A'Uk = —i)\kvk si B’Uk = )\kvk.

Las matrices unitarias (AT = A~!) son asimismo siempre diagonalizables y poseen
un conjunto completo de autovectores ortogonales, pues pueden escribirse siempre como
exp[iB], con B hermitica. Sus autovalores pueden ser reales o complejos, pero tienen
modulo 1 (JA\x| = 1V k). En general, una matriz A sera diagonalizable con autovectores
ortogonales si y solo si satisface AAT = ATA, o sea,

[A, AT =0. (A.8)

Tales matrices (denominadas normales) incluyen en particular las hermiticas (AT = A),
las antihermiticas (A" = —A) y las unitarias (AT = A™1).

Por supuesto, una matriz A puede ser diagonalizable aun sin ser normal, pero en tal
caso los autovectores no seran todos ortogonales. Para que sea diagonalizable, la multi-
plicidad de cada raiz de (A.2) debe ser igual a la dimensioén del espacio propio corres-
pondiente. Por consiguiente, las matrices no diagonalizables deben tener necesariamente
al menos un autovalor repetido A, tal que la dimension del espacio propio asociado sea
menor que la multiplicidad de A\, como raiz de (A.2) [21, 22].
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Apéndice B

Identidades de Green

Empecemos por recordar el teorema de la divergencia en n dimensiones (para la de-
mostracion ver, por ejemplo, [20]):

Teorema VIL.0.1 (Gauss-Ostrogradski) Sea D C R" una region acotada, con borde
0D, que admite derivadas primeras continuas a trozos. Sea n el vector normal exterior
sobre OD. Sea F un campo vectorial que admite derivadas primeras continuas (F € €!)
en D = D U ID. Entonces,

/V~de_/ F-nds, (B.1)
D oD

donde dV es el elemento de volumen en D y dS es el elemento de superficie en 0D .
Ahora, integrando la identidad
V- (vVu) = Vv - Vu+vAu

sobre D y aplicando el teorema anterior obtenemos, para u,v € G2, obtenemos

/ Vv - VudV + / vAudV = v@ s, (B.2)
D

D ap On

donde % = n - Vu es la derivada direccional en direccion normal exterior. Esta es la
llamada Primera Identidad de Green.

Intercambiando u y v en esta identidad y sustrayendo ambas identidades se obtiene la
llamada Segunda Identidad de Green:

ov ou

/D(UAU —vAu)dV = /QQ(u% - va—n) ds. (B.3)
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Apéndice C

Algunos desarrollos de la Funcion de
Green en autofunciones

Examinaremos aqui la evaluacion de algunos desarrollos en autofunciones de la fun-
cion de Green obtenidos de la expresion general (v.6.63). Habiamos visto que en una di-
mension la funcion de Green del operador de Sturm-Liouville L{u] = —(p(z)u’) 4 ¢(x)u
en el intervalo [0, a, con la condicion de contorno G(0,z’) = G(a,2’) = 0, es

uy (z)uz(z) <

w Y

uy (x)uz () ’
G(ZE, lj) - { ) o w= _p<u1u/2 - u,1u2)7 (Cl)

donde L[ui| = L[uy] = 0, con u;(0) = us(a) = 0, en cuyo caso w es constante. Notemos
que G(z,z') = G(2', x). Por otro lado, la expresion (v.6.63) conduce a

[e.e]

Gz, )= %ﬁ"w (C.2)

donde L[u,] = \yuy, u, # 0, y hemos asumido u,, real. La primera expresion representa
entonces la suma de esta serie.
. ., 2 .
Por ejemplo, la funcion de Green para el operador L = —# en el intervalo [0, a] es

N | zla=2")/a, O0<z <2’ <a
G<x’x)_{x’(a—x)/a, 0<a'<z<a €3)
Por otro lado, ¢l desarrollo en autofunciones (C.2) conduce a
2 = sin(nwz/a) sin(nma’ /a)
n_ =2
Gla,z) a nz_; (nm/a)? ’
de modo que para 0 < x < 2’ < a,
x(a — ') _ 2_(; > sin(nmz/a) s2in(n7r:v’/a)’ (C.4)
a w2 e n

lo que puede verificarse directamente efectuando el desarrollo en serie de Fourier de (C.3).
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AUTOFUNCIONES
Para el operador L = —-%; + k? obtenemos
sinh(kz) sinh(k(a—z")) O<r<a <a
G z, fL‘/ - ] k/siqh(ka) ’ 7 C5
( ) { s1nh(kzs)iil}rll(hk((llc)(a—x)), O<z <x<a ( )

mientras que el desarrollo (C.2) conduce a

)

_ 2 i sin( mrx/a sin(nma’/a)
G(z,2") ==
a + (nm/a)?
n=1

de modo que para 0 < z < 2’ < a,

sinh(kz) sinh(k(a — 2) _ 2 i sin mrx/a sin(nma’ /a)) (C.6)
a n=1

k sinh(ka)

+ (n7m/a)?

lo que puede también verificarse mediante el desarrollo en serie de Fourier de (C.5). Para
k—0,

sinh(kz) sinh(k(a — 2')) . kx(k(a — "))
k sinh(ka) k2a
recuperandose el resultado (C.4).

Finalmente, para el circulo r < a, recordando el resultado (v.6.80) obtenemos la
identidad

=x(a —12')/a,

-1 d
G(r,r') = 1 ¢

B nmr/& n( nmr//a) n(0—0")
- W@QZZ 2 (k)2 ’ (€7

donde k,,,,, son los ceros de la funcion de Bessel, J,, (k) = 0y, en coordenadas polares,
r=(r,0),r = (r',0),condladistanciaderar'yd laderar’ = ;17221./_
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